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2 Einfeitung. 9.1 


Begriffes, und die Mathematik wird daher mit Recht als di 
Miffenfchaft von der Conſtruction der Begriffe erflärt. Die 
fer, von aller Erfahrung unabhängigen Gonjtruction nun ver 
dankt fie ihre Gruͤndlichkeit, und durch fie iſt bie eigenthäm 
liche Methode der MWiffenfchaft bedingt. Die Mathematik il 
unerichöpflich, fo wie die Mannichfaltigkeiten in Zeit uni 
Raum unendlich find. 

In ber angewandten Mathematik werben Begriffe au: 
ber Erfahrung entlehnt und mathematifch behandelt: diefe Be 
griffe und die Erfahrungen, von welchen fie abhängen un! 
durch welche fie ihre näheren Beſtimmungen erhalten, find daı 
Orgebene, moren die mathematifchen Unterfuchungen fid 
knuͤpfen. Dieſe Unterſuchungen find immer ber Evidenz jähig 
wie irgend ein Gegenfland der seinen Mathematik, und mu 
in fo fern die Grundlage aus ber Erfahrung entnommen if 
gehören bie Theile der angerpanbteri Mathematik zu den Er 
fahrungswiſſenſchaften; im übrigen ‚werben bei berfelben all 
der Mathematik. zukommenden Worzüge. vorgefunden, und e 
gelingt in ben meiſten Faͤllen, ſelbſt die Hypotheſen, welche 31 
einer hinlänglichen Erklaͤrung ber zum Grunde, liegenden Ex 
fahrungen urfprünglich angenommen werben müffen, zu ma 
thematifchen Gewißhejten zu erheben. 

Eine vollftändige Aufzählung alles zur angewandten Ma 
thematik gehörigen Cheile iſt nicht möglich, da die Anwen 
dungen überhaupt durch nichts beſchraͤnkt find, und imme 
neue Theile entſtehen, koͤnnenz. es kann daher auch Fein 
genuͤgende Eintheilung derſelben gegeben werden. Die Unter 
ſcheidung der angewaudten Mathematik von der techniſchen 
wo unter der letztern bie. architektoniſchen und militairiſche 
Wiffenfchaften, in fo fern fie mathematifch find, verfanden 
werden, iſt ganz willkuͤhrlich und führt zu keinem auch nu 
einigermaßen intereffanten Nefultate. 

Gewöhnlich find die, einem Theile ber angewandten Ma 
thematik zum Grunde liegenden Begriffe aus der Naturlehr 
entlehnt, und es iſt dieſes nicht blos bei den mechaniſchen 
optiſchen und aflronomifchen Wiſſenſchaften der Fall, fonderı 
auch bei der, erſt in neuerer Zeit ausgebildeten Kryftallographi 
und Gtöchiometrie; inbeffen find auch Gegenflände denkbar 
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bei welchen dieſes nicht ber Fall ift: fo muß 3. 3. unbedingt 
die Wahrſcheinlichkeitsrechnung, ihrem wichtigſten Theile nach, 
ebenfalls als zur - angewandten Mathematit gehörig emgefe 
hen werden. 


9. 2. 
Vonden mechaniſchen Wiſſenſchaften Inssefoubere. 

Obgleich die Mathematik’ in allen ihren Unmenbungen 
wichtig ift, und Immer zu Refultaten fährt, bie einen bebeutens 
den Einfluß auf das praktifche Leben haben, fo gebührt doch 
ben mechanifchen WBiffenfchaften in biefer Beziehung fomohl, 
als in ihrer Ausbildung, ohne Zweifel ber erfte Rang. Während 
theoretifch genommen bie Mechanik dad ganze Gebiet der reis 
nen Mathematik von den erſten Elementen bis zu ben. feins 
ſten Kunftgriffen der Analyſis' in Unfpruch nimmt, iſt ihr 
Einfluß auf Kuͤnſte und Gewerbe von je her uͤberwiegend ge⸗ 
weſen und wird von Tag zu Tag größer. Beruͤckſichtigt man 
num noch, daß die Aftronomie nur mit Huͤlfe ber in den me⸗ 
hanifchen Wiffenfchaften entwickelten Geſetze dad werben konnte, 
was fie jegt iſt, und daß gerabe her. mechanifche Theil derfels 
ben der michtigfte ift, fo läßt fich der ungemeine Einfluß 
der mechanifchen Wiffenfchaften nicht verkennen, und e& kann 
derfelben ein hoher Rang nicht blos in ber angewandten Dias 
thematik, ſondern auch im ganzen Gebiete des menfchlichen 
Wiſſens überhaupt, nicht ftreitig gemacht werben. i 

Der Grund dieſer Wichtigkeit der mechaniſchen Wiſſen⸗ 
ſchaften laͤßt ſich unmittelbar aus den Begriffen erkennen, 
welche die Grundlage derſelben bilden. Dieſe Begriffe ſind: 
Bewegung, Ruhe, und die Urſache von beiden: die Kraft; 
die Mechanik hat es alſo mit den erſten Functionen des Les 
bens der ganzen Natur uͤberhaupt, und eines jeden einzelnen 
Gegenſtandes derſelben insbeſondere, ſo wie mit den Grund⸗ 
bedingungen dieſes Lebens zu thun: ed muͤſſen daher bie 
Geſetze derſelben überall ihre Anwendung finden. Da üuͤbri⸗ 
gens Bewegung und Ruhe ſelbſt erſt der Zeit und dem Raume 
fuͤr uns Bedeutung geben, ſo folgt hieraus zugleich, daß 
die Mechanik vorzugsweiſe nicht nur einer mathematiſchen 
Bearbeitung fähig fein muß, ſondern ohne en te ruht 
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denkbar fein kann. Wirklich kommen aud) die mechanifchen 
MWiffenfchaften, was ihre Gründlichkeit anbelangt, der reinen 
Mathematik am nächften, und einzelne Theile derfelben haben 
diefelbe Evidenz wie die Geometrie; dieſes ift 3. 3. bei ber 
reinen Bewegungslehre bed mathematifchen Punktes ber Fall. 

Die Grundbegriffe der mechanifchen Wiffenfchaften: Ruhe 
und Bewegung, geben unniittelbar die oberfte Eintheilung der⸗ 
felben in die Lehre von dem Gleichgewicht und in die von ber 
Bewegung; daher unterfcheivet man bie ftatifchen Wiſſen⸗ 
fchaften von den mechanifchen. Die fernere Eintheilung wird 
nun erft von ber Natur bed ruhenden ober bewegten Gegen⸗ 
ſtandes, alfo von den Eigenthümlichkeiten bed phufifchen Koͤr⸗ 
pers abgeleitet, und es wirb hierbei der verſchiedene Aggregate 
Zuftand ber Körper ald Grundlage benutzt. Die Körper 
werben in biefer Beziehung bekanntlich umterfchieben in fefte, 
tropfbarsfläffige und elaftifch-fläffige; daher unter 
fiheibet man auch bei den mechanifchen Wiſſenſchaften doch 
mal drei verfchiebene Theile. Diefe finb: 

A. Die ftatifchen Wiffenfchaften, weiche bie Kin 
per im Zuſtande bed Gleichgewichts betrachten; hier unterfchels 
bet man 

4) die Statik ber feflen Körper ober bie Statik im em 
gern Sinne; 
2) bie Statik ber tro pfbar⸗fluͤſſigen Körper, welche bie 

KHybroftatif genannt wird, und 

3) die Statik ber elaftifchs flaͤſſigen Koͤrper oder die 

Aeroſtatik. 

B. Die mechaniſchen Wiſſenſchaften oder die Lehre 
von der Bewegung; hier wird wieder unterſchieden 

1) die Mechanik der feften Körper oder die Mechanik im 
engern Sinne; 

2) die Mechanik der tropfbar⸗flaͤſſigen Koͤrper, welche 
die Hydraulik genannt wird, und 

3) die Mechanik der elaſtiſch⸗ fluͤſſigen Körper gber bie 

Pneumatik. 

Außerdem unterfcheidet man bei ben mechanifchen Wiſ⸗ 
ſenſchaften noch einen elementaren Theil und einen hoͤheren; 
ben letgtern nennt man Dynamik fuͤr bie feſten und Hy⸗ 
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jebeni' Punkte der Curve nfit -ber Lage. ber Tangente Dies 
fe8 Punktes überein. Bei Bewegungen in einer gefchloffenen 
Curve werben unendlich viel verfchiebene Richtungen durch« 
laufen: deſſen ungeachtet ift e& gebräuchlich, fie als Bewe⸗ 
gung nach einer unveraͤnderlichen Richtung zu - bezeichnen, 
indem man 3. B. fagt: der Körper’ bewegt fih von Oſten 
nach Weften. Doch da die Bedeutung biefer Ausdruͤcke bes 
kannt ift, fo kann hieraus Feine Zweideutigkeit entfliehen. — 
Die Geſchwindigkeit wird burch den in ber Zeitein⸗ 
heit von einem Körper’ burchlaufenen Raum ausgedruͤckt, und 
ed ift, wenn man für irgend eine angenommene Zeiteinheit bie 
ganze Zeit ber Dauer einer Bewegung mit T, ben in biefer 
‚ Zeit gleichförmig durchlaufenen Raum mit S und die Geſchwin⸗ 
digkeit mit C bezeichnet, der Ausdruck fuͤr die Gefchwindige 
ktC= = Legt alfo 3. B. ein Körper in einer Zeit von 
5 Secunden, wo eine Secunde bie Seiteinheit bildet, einen 
Raum. von 68 Fuß gleichförmig zuräd, fo ift bie Geſchwin⸗ 


digkeit deſſeben = = 13,6; nämlich fie iſt 13 Buß in der 


Secunde. Eine Geſchwindigkeit wird gleichförmig genannt, 
wenn ber Körper immer in gleichen Zeiten gleiche Raͤumt 
durchlauft; ift dieſes nicht der Fall, fo nennt man die Geſchwin⸗ 
digkeit ungleichförmig oder veränderlicdh. Die Geſchwin⸗ 
digkeit eines ungleichförmig bewegten Körperd in jedem Punkte 
feiner Bahn wird dusch den Raum ausgebrüädt, welchen bei 
Körper von diefem Punkt an In ber nächfifolgenden Zeiteins 
beit zurädlegen würbe, wenn er bie Geſchwindigkeit, bie er in 
biefem Punkte hatte, nun unverändert beibehielte. 

Die Gormel für bie Geſchwindigkeit C = -7- giebt un- 
mittelbar zu erkennen, wie bie Elemente einer gleichförmigen 
Bewegung: Raum, Zeit und Gefchwindigfeit von einandeı 
abhängen; denn ift für einen andern Körper biefe Forme 


co —, fo folgt hieraus 


; S.8. 
1) C:c Vase % 
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2 828 = CT: st 
9) Tıt= 3 B8 

Die Geſchwindigkeiten zweier Koͤrper verhalten ſich alſo 
direct wie die von denſelben durchlaufenen Raͤume, und indi⸗ 
rect mie die Zeiten, in welchen dieſe Räume durchlaufen werden. 
Nichtung und Gefchwindigkeit bilden bie erften Elemente 
für bie Bewegungslehre, und die Conſtruction derfelben zu dem 
Behufe einer mathematifchen Behandlung gefchieht ganz ein« 
fach) durch ‚eine gerade Linie, deren Rage die Richtung und bes 
sen Länge den in ‚ber Zeiteinheit burchlaufenen Raum, alfo die 
Geſchwindigkeit ausdrädt. 

—Jede Bewegung gefchieht In ber Zeit und kann nur durch 
biefelbe beflimmt werben: die Zeit aber 1äßt fich felbft erft Durch 
eine Bewegung meſſen. Bei der Beflimmung einer jeden Bes 
Wegung wird alfo eine andere gebraucht und ald bekannt vor⸗ 
ausgeſetzt; ein Umſtand ber nicht umgangen werben Tann. 

4. Wirkt eine Kraft auf einen Körper, fo wird dadurch 
Immer entweber eine wirkliche Bewegung erzeugt, ober ein Bes 
fireben ‚zur Bewegung, bie nur deswegen nicht erfolgt, weil 
ein - hinreichend finrker ¶Widerſtanb biefelbe verhindert. Die 
Kraft dußert ſich alsbann durch einen Drud, welchen ber 
Widerftand erleidet, und bie gerade Linie, nach welcher die Kraft, 
ohne Widerftand, den Körper bewegen würbe, ift bie Richtung 
des Drudes. Iſt der Widerftand nicht flark genug, um ben 
Drud abzuhalten, fo wird burch benfelben nur ein SCheiL der 
bewegenden Kraft gehemmt, und ber. Körper wird durch ben 
uͤbrigen Theil berfelben wirklich bewegt. Daher muß bei je: 
dem Drude, wenn Feine Bewegung erfolgen fol, Drud und 
Widerſtand gleich groß fein. 

Jeder Körper auf ber Erbe hat ein Beſtreben, in einer 
Richtung, die verlängert durch ben Mittelpunkt der Erde geht, 
fi) zu bewegen, und Tann an dieſer Bewegung nur durch 
einen Widerftand verhindert werben, auf den er alddann drüdt. 
Diele auf alle Körper immermährend wirfende Kraft wird der 
Unziehung der Erbe zugefchrieben und die allgemeine Schwere 
genannt; in Folge dieſer Kraft kommt jedem Körper bie 
Eigenfchaft zu, dag er fchwer if. Die Schwere eined 


x 
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Das Gewicht eine .rheinländifchen ober preußifchen Ku⸗ 
biffußes Waffer beträgt. 66 preußifche Pfund, bie Länge des 
preußifchen Fußes ift = 139,13 franzäftfche Linien, und das 
Gewicht eined preußifchen Plundes betraͤgt 9728 hollaͤndi⸗ 
ſche As. 


$ 4. 
Ein fache Aufgaben und Beifpiele über das eigenthuͤmliche 
Gewicht der Körper. 

Aufgabe i . Es foll angegeben werben, wie bad Ge- 
wicht, dad Volumen und bas eigenthuͤmliche Geroicht eines 
Körperd von einander abhängen. 

Aufldfung. Geht man das Gewicht des Rörperd = =P, 
fein Volumen = V und fein eigenthuͤmliches Gewicht = S, 
wo P durch preußifche Pfund und V in preußifchen Kubite 
fuß ausgedruͤckt ift, fo ift dad Gewicht eined Kubikfußes dieſes 


Körpers = I preußifche Pf.; dad Gewicht eined Kubikfußes 


Waſſer aber Y 66 Pf; folglich iſt das eigenthuͤmliche Ges 
“ wicht des Körpers in Beziehung zu dem des Waſſers = 
2:66 = zo; und, es iſt daher S= ox 
Zufag. Hieraus geht zugleich hervor, daß, wenn zwei 
von ben drei Größen P, V und S gegeben find, bie britte 
Durch Rechnung gefunden werben kann. Es iſt nämlich 
1)S= or; 2) P = 66VS und Ve 
Aufgabe 2. Man kennt von zwei verfchiedenen Koͤr⸗ 
pern ihr Gewicht und ihr Volumen; es foll angegeben werben, 
wie ihre eigenthämlichen. Gewichte von einander abhängen. 
Aufldöfung. Setzt man von den beiden Körpern A 
und a, ihre Gewichte P und p, ihre Volumina V und v und 
ihre eigenthämlichen Gewichte S und s, fo ift 


pP P_ 
Syn 


a ut,Pp 
unb daher S: s 7: * 


Die eigenthuͤmlichen Gewichte verhalten ſich alſo direkt 


14 Einlettung. 54 


173% Pf. pr; wie groß ift das eigentänliche Gewicht deſ⸗ 
felben? 


IE = 
Da S= u v Pih die zu. = 16156. 


2. Ein Körper von 65 preuß. Kubikzoll wiegt 13 Pf. 
preußifch ; wie groß ift das eigenthämliche Gericht dieſes Körs 


pers? 
Hier it P= 13 und weil ein Kubiffug = =1?=- 1728 
6 32 
Aubit zoll, fo ift V m” rein] = und es iſt 
13 ne 270 
— iu 
daher S = gg a 568. 





3. Das Blei hat ein — Gewicht = 11,315 
wieviel wiegt baher ein Stuͤck, beffen Größe 18 preußifche Kus 
bitzoll beträgt? 

In .biefem Beiſpiel ik S= 11,31 und Vo ms” 
34;5.unb. ba P = 66YS, fo if Sier 

P= 66.411,31 = 7,7756 Pf. = 7 Pf. 24,8 Loth. - 

4. Wieviel preußifche Kubikzoll betraͤgt bie Größe von 
einem Stuͤck Silber, das 140 Pf. wiegt? wenn das eigenthuͤm⸗ 
liche Geivicht des Silbets = 10,5 iſt. ö 

Sie it P= 140 und S = 10,5 und ba 

pP. 1728 





Vu Kubitkctß ⸗ Ee Eaubltzoll, fo if hier V = 
4140-1728 
10 = 3494 Kubitzoll. 


- 6: Der Korper Abaͤlt 140 aubitzoll und wiegt 42 Pf, 
und ber Körper B, deſſen Gewicht 36 Pf. beträgt, hält 175 Ku⸗ 
bitzoll; wie verhalten fich daher bie eigenthämlichen Gewichte 
diefer Körper zu einander? 

Es ift, wenn man bad eigenthuͤmliche Gewicht von A=a, 
und von B = £ fegt, 
arp- T : + 


und daße? ift In dem gegenwaͤrtigen Zalle 
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von V’’ und S“ leicht beſtimmen. Die erfte Bteichung 
unmittelbar 
vu — Vo Ve. 
und daher wird num die zweite Gleichung 
VS V v0) 54 
ISSyEVv 
nämlich es ift VS = V’S’ + (V — VN) S", woraut 
gu VS — VS’ 
vV-v 

Multiplicirt man alfo bie ganze Maſſe mit ihrem 
thämlichen Gewichte, und eben fo auch ben einen Th 
dem feinigen, zieht beide Probufte von einander ab, un 
den Reſt durch die Differenz bed Kubikinhalts der < 
Maſſe und des einen Theild, fo giebt der Quotient t 
genthümliche Gewicht ded anbern Theile. 

Zufaß. Auch hier kann, wie bei der erften Au 
bie Größe von V und V’ durch jede beliebige, aber 
gemeinfchaftliche Kubikeinheit ausgedruͤckt werben, ohn 
diefed einen Einfluß auf den Werth von 8“ hat. 

Aufgabe 3. Zwei Körper A’ und A’, deren eigen 
liche Gewichte S’ und S’ gegeben find, follen in folcher ; 
tität mit einander verbunden werben, daß bie Berbindu: 
Volumen = V und ein eigenthämliched Gewicht = 
Wieviel muß von jedem Theile genommen werben ? 

Aufldfung. Wird das Volumen ded einen Theils 
und dad des andern V’ gejegt, fo hat man nach Aufg 


die Gleichungen | 
_ v’/S/’ + vvSu 
4 U = SEO —— — 


wo nun V⸗ und V’ die gefuchten Größen find. Die 
Seichung giebt V’ = V — V’ und daher wirb die 3 
wenn man diejen Werth fest, 
._ VS’ 2 (V— vN) gu 
So _ 7. 7 
V 
naͤmlich es iſt VS = V’S/ + VSY _ V/S4 
“aloe VS — S") = V’ (S’ — 5%) 


Ä ‚_VS-5% 
Aller er u 
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und eben’ fo findet u u Bu 
vum vS- Sy_V (8 — SW 
"Su _ S Su 54 . 
woburch die gefuchten Volumina beider Theile beſtimmt find. 

Aufgabe 4. Ein Körper, :beffen Volumen = V’ und 
beflen eigenthuͤmliches Gewicht = iſt, foll. mit: einem ans 
dern Körper von einem eägenthämlichen Gewicht m= S“ fo vers 
bunden werden, daß das eigentbämfiche Gewicht der: Werbins 
bung = S wird... Welche Quantität muß von dem zweiten 
Körper genommen werben?- 

Auflöfung. „Wird die Quantität des zweiten Körperd 
== V“ und die der Verbindung = V gefeßt, fo hat man in 
den beiden Gleichungen 

vw VISt + VUSH , 
v=-Y\V Vund s æ —V 
bie beiden unbekannten Größen V. und V., und .bie zweite 


Gleichung giebt 
VS + VS ze vis‘ + yusu 


ed ift alfo 
V (8S — — v⸗ (S’ — S) 
J V.8) 
Vi m __- — 
unb daher S _ 5% 


die Formel für. die Quantität bed zweiten Theild. Da nun 
v=%V + V“, fo ift auch 
vs’ _ VS VS _ V/$4 
v=V+ Ss su” * 5 Su. 
vi (st _ 5% 
Ss. Se 
Vebungen. 
1. Das eigenthämliche Gewicht von A fei= 5,45; von 
B = 8,25; von C = 2,7 und von D = 0,965 nun werben 
2% Kubiffuß von A, 31 von B, 43 von C und 23 Kubitfuß 
von D mit einander verbunden: wie groß ift das eigenthüms 
liche Gewicht der Verbindung ? 
Nach Aufgabe 1. iſt 
V S’%» vu SU + v4 Su ... 
= Va EN. 
folglich ift hier das gefuchte eigenthimliche Gewicht 
2* 


naͤmlich es iſt v— 
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‚bung 4,0 wird. Wieviel Kubifzoll müffen von bem anbern 
} Körper genommen werden ? | 
Die Formel zur Löfung dieſer Aufgabe iſt nach No. 4. 
Vu m V(S - S) 
8 — S⸗⸗ 
4 
und ed iſt alsdann V =. V’ + V/ - —— S- 7 2 
Nun iſt hier V/ 50, S’= 1,84; Sum 125 unb S == 4,00; 
50 u 84 — 4,00) — 50.2,16 
U a 00 — Adel A E 
ed wird alfo V” 72 — * 33,23 
„som, * — a 50-5,41 
ee ey; Tee 7 ul 7 u 
ber ziseite Theil muß alfo 33,23 Kubikzoll betragen, mb bie 
| ganze Verbindung ift alsdann 83,23 Kubikzoll. 


.%. © 
Das eigentbümlihe Gewicht und die Schwere nrehrerer 
Körper und ihrer Verbindung betreffende Aufgaben. 
Aufgabe 1. Es ift dad Gewicht und das eigenthuͤm⸗ 
fiche Gewicht mehrerer Körper gegeben; man foll hieraus das 
eigenthämliche Gewicht ihrer Verbindung beſtimmen. 
Aufldfung Setzt man 
das Gew. vonA’ =P/; dad fp. Gew. = S’ und fein Bolum.=V’ 
» AU=Pl, » zu S/l » = v4 
» Altmpit, m u S/U » um V/ 
und bezeichnet mit P, S und V biefe Größen für bie aus 
den Körpern A/, A, A... entflehende Verbindung, fo iſt 


ganz allgemein V = 28 
und es ift daher auch 








pP‘ pP pP‘ 
⸗ = ZE——! ”. 
771 Me 7 2 ee 7777 


da nun nad $, 5. No. 1. 
S WS + vusu + vs, 


VvVrVv- Va. 
fo iſt auch 


p/ pP ps 

are 
—— pm 

or Ga + dam 
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P. pP’ 
va sun Ve 665 und V’ = 008 fo erhält man, wenn 
diefe Werthe fubflituiet werden, unmitteibar die ooige dFermet 
su PP 
PP» 
s 8 


Aufgabe 3. Zwei Körper, beren eigenthümliche Ge: 
wichte S’ und S’ gegeben find, follen fo mit einander vers 
bunden werben, daß das Gewicht der Verbindung = P und 
das eigenthümliche Gewicht derfelben = S wird.” Wieviel muß 
des Schwere nach von jedem Körper genommen werden? 


/ 4 
Aufloſung. est P=P+ *t h⸗ und 8* — 
str Su 


und in biefen beiben Gleichungen find jest P’/ und P’ die uns 
befannten Größen, deren Werth durch Nebuction gefunden 
werben kann. Da aus ber erftern Gleichung folgt PY=P—P, 
to wisb nun bie zweite 





| : P 
= pr PP 

. ı 1. . 
und es ift fonach 8 [F+ a. 1 = PP 
> 
und daher auch P’ [>- | == SH 

ı 1; 

“ 

folglich wi PP P Ss —— 
SF 








bad Gewicht des einen Theile, und man erhält hieraus uns 
mittelbar den Werth von P”, wenn man in diefer Formel 
S’ mit $ verwechfelt, und es iſt fonach 


4 04 J A 
S g gs 
U = 
pP p 7 Eu pP 1 ; 
‘ —* F FT Ss“ 
v(S — 5% 


Zuſatz. Nah §. 5. No. 3. ft Ve —— gr“ 
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und ed läßt fich Hieraus der Werth von P’ auf folgende Art 
u 
finden: a V= = und V= Er fo wird, wenn man 
diefe Wert! t, 
ſe vet, p s=® 


—E 85 665 5 
und es iſt bal 
f pr PS — SM, \ 
ss’ — 55" 
und hieraus wirb erhalten, wenn man burchgehends mit SS’S” 
theilt 
1 4 1 


975 Ss 
U £ 2 1-5} 
sy Da. 


was mit bem oben für P’ erhaltenen Werth uͤbereinſtimmt. 

Aufgabe 4. Ein Körper, deſſen Gewicht = P’ und 
beffen eigenthuͤmliches Gewicht = S’ ift, foll mit einem andern 
von dem eigenthiimlichen Gewiht=S” fo verbunden werden, bag 
das eigenthümliche Gewicht ber Verbindung =S wird, Wies 
viel muß der Echmwere nach von dem zweiten Körper genoms 
men werben, und wieviel wiegt die Verbindung? 

Aufloͤſung. Man fege das Gewicht der Verbindung 
= P und dad des zweiten Theils = P“, fo find dieſes bie 
unbelfannten Größen in ben Gleichungen 


P S Pꝓ PG und 8S 





Ben 
pP” 
st 





Aus der zweiten Gleichung folgt 


„M p pP’ 
alfo auch 5 5 


und es iſt hiernach a 
TE Hr 


folglich wird P“ = P* 


ul ie 








= mr nut 
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" welches bie Formel für bad Gewicht bed zweiten Theils if. 


Da nun P= P’ + P”, fo ift auch 





1 1 
. 57 $ 
= D/ j 
ZZ En H 
Su Ss | 


nämlich es ift 
1 4 


Su gr 
e— 
SS 
1 1 ‘ 1 u 
Zuſatz. EShtman zes g und n=ih, 


fo erhalten die Forıneln in den bier geldften 4 Aufgaben eine 
einfachere Zorm; nämlich man erhält für die Formel 
pP’ + P” + P“... 
Aufgabe 1. S = pur + pagar Braga... 
Pp—P/ 
Aufgabe 2. SU = PP 
und aus biefen beiden Formeln folgt nun 
4 P’s + P’g 4 P. 


82 — = 


Ss pP’ + pP“ + pp“, 


Ferner erhält man für die Formeln 


Aufgabe 3. P=P (=) und pu=p ( — ) 


s — 8 











— g/ * . U_ gl 

Aufgabe 4. P” = P/ 5 — ) und P= P/ 5 — =) 
und fo find diefe Kormeln ganz denen gleich, welche bei ben 
Aufgaben $. 5. erhalten worden find. Man kann aljo durch 
bie Formeln für das Volumen, wie fie $. 5. vorfommen, auch 
bie Aufgaben in Beziehung auf die Gewichte Iöfen, wenn man 
überall für das eigenthämliche Gewicht Brüche einführt, welche 


4 gum Zähler und dad eigenthuͤmliche Gereicht zum Nenner 


u ee —3; 


haben. 
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Vebungen. 
1. Ein Stud Eichenholz von 84 CEtr. ift mit 50 Pr. 
Eifen befchlagen; es foll das eigenthätmfiche Gewicht dieſer 
Verbindung angegeben werden, da das eigenthuͤmliche Gewicht 
bed Eichenholges = 0,72 und dad bed Eifend = 8,5 iſt. 
Die Formel zur Auflöfung dieſer Aufgabe ift nach Aufs 
gabe 1. 


p’ + p’ 
s= z+ pp“ 
a7, 


und es ift hier P/’ = 81 en = 935 Pf, P = 50 Pf., 
S’ = 0,72 und S7 = 8,3. Daher wird 


935 + 50 985 985 

== —— — or Pr — — — — — — = 0,755 
935 50 1208,611 + 6,024 1304,635 
072 83 ö 


2. Ein mit Blei ausgefuͤllter hohler Stein wiegt 21 fr. 
und hat ein eigenthiämliched Gewicht = 5,4 und ed beträgt 
bad in bemfelben enthaltene Blei 14 Ctr., welches ein eigens 
thuͤmliches Gewicht = 11,32 hat. Wie groß ift daher dad 
eigenthuͤmliche Gewicht des Steins ohne Blei? 

Diefe Aufgabe laͤßt fich mit Hülfe der Kormel Aufgabe 2. 
loͤſen, nämlich es ift 

Pp—P’ 
S4 u 7 u 
sy 
und es ift bir P=2}; P’' = 14, S=5,4 und S!= 11,32; 
alfo SU = x — == 3 _ zu — — 
1070907% 1,67—0,53 
A 11,52 5,4 11,32 


3 
= 714 = 2,69. 


3. Zwei Körper, beren eigenthuͤmliche Gewichte 5,4 und 
1,6 find, follen fo mit einander verbunden werben , daß bie 
Verbindung 190 Pf. wiegt und ein eigenthuͤmliches Gewicht 
= 3,2 erhält. Wieviel Pf. muͤſſen von jedem dieſer beiden: 
Körper genommen werben? 

Die Formeln zur Aufldfung diefer Aufgabe fi find nad) Auf 
gabe 3. 











1 4 1 1 
Ss Su Sg 
I’ = — U om Fiss 
P mr P 4 

ss ST 5a 

und es iſt bier PO 190; Ä 

5 
S= 32 ale. Sei S'= 5,4 alfo Sr und 
4 . 


SU = 1,6 alfo 24 Daher iſt 


= _5 _ > 
pP’ = ne - N I = 435 pf 
8 318 
und pr — 190 CE u» _ — 190% — 190.39 = 55 pf. 
5 218 


Es find alfo 135 Dr. von dem Köıper erforberlich, deſſen ci» 
genthümliches Gewicht 1,6 beträgt, und 55 Pf. von dem, der 
ein eigentbümliched Gewicht = 5,4 hat. 

4 Mit wieviel Kupfer muß ein Stuͤck Kiefernholz von 
300 Pf., beffen eigenthämliches Gewicht = 0,725 ift, belegt 
werden, wenn das eigenthümliche Gewicht ber Verbindung N 
== 1 werben foll und dad bed Kupferd = 8,75 fl} . 

Die zur Auflöfung diefer Aufgabe erforderlichen Kormeln 
find nach Aufgabe 4. 





24 —— 
Pi = pr Em =! und P=P/+ Pr =P/ 1 . | 
9-3 5 
und ed ift hier P/ = 3005, 
1 40 
S=1 al = 13 8 = 0,725 alſo & = = 187 
4 
U m u 
8 8,75 alſo 53 80, 114. 
1 — 1,379\ __300-379 
U u __ MT = 
Daher wirb p“ 300 — —* 5 128,33 
0,114 — 1,379\ __ 300-1265 
= ____ 1 —/ N\m _—_. ze 3. 
und P = 300 ( 0117-1 ) 386 428,3 


Es find alfo hierzu 1285 Pf. Kupfer erforderlich. 
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$ 7 
Noch einige Aufgaben und Uebungen. 

1. Ein Kegel beſteht aus einer Maffe, deren eigenthuͤm⸗ 
liches Gerwicht = k; feine Höhe ift = h und ber Radius feir 
ner Grundflähe = R. Dan foll aus bemfelben, concen 
triſch zur Axe, einen Cylinder hinwegnehmen und den hoblen 
Raum durch eine Maſſe, die ein eigenthuͤmliches Gewicht 
= c hat, ausfüllen, und zwar fo, daß hierburch dad ganze 
Gewicht ded Kegeld = Q Pf. werde. Wie groß ift ber bins 
wegzunehmende Cylinder? 

Auflöfung. Man fege, durch preuß. Kubikfuß audges 
druͤckt, das Volumen ded Cylinderd = X, fo ift, wenn auch 
h und R in Fuß gegeben find, dad Volumen des ausgehöhls 


D 
ten gegels = MEZ. Nun if, nach 5. 4. Aufgebe 4, 
ganz allgemein P = 66VS preuß. Pf., folglich ift dad Ger 
wicht des auögehöhlten Kegeld = 66 E F_ x] k und 


das des Cylinderd = 66Xc. Beide zufammen aber follen 
== Q fein, folglich wird 


ge — 





und es iſt “5 > 
6X (c—k)=Q — 22hR’n. ° 
Hieraus erhält man unmittelbar 
X- Q — 22hR’r 
66 (c.— k) 
woraus zugleich hervorgeht, daß, wenn e > k ift, auch 
Q > 22hR’z fein muß und umgekehrt. 

2. Es giebt für jeden Kegel einen möglichft größten 
Cylinder, der aus demfelben hinweggenommen werben kann. 
Innerhalb welcher Gränzen muß daher der Werth von Q lies 
gen, für gegebene Werthe von h, R, k und c, wenn die Auf⸗ 
Wfung der obigen Aufgabe möglich fein foll? 

3. Wie groß if der Radius einer Kugel, die Q preuß. 
Pf. wiegt und ein eigenthuͤmliches Gewicht = g hat? 
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‚_® s 
Antw. &iffR= Vie ji. —* 


4. Ein Stuͤck mit Kupfer legirtes Gold hat ein eigen» 
thämliches Gewicht = 16. Wie verhält fi) das Kupfer zu 
dem Golde in dieſer Maſſe? da das eigenthümliche Gewicht 
des reinen Golded = 19,64 und das bed Kupfers = 8,75 ifl. 

Diefe Aufgabe laͤßt fich mit Hülfe der Formel $. 6. No. 3. 
loͤſen. Nämlich es ift 





1 4 —E 
a 
Sa * — 


and man kann hier, weil Fein Gewicht angegeben iſt, P = 1 
fegen. Bedeutet nun P! dad Gewicht des Goldes und P“ 
das bed Kupferd, welches die Moſe enthaͤlt, ſo iſt 


S’ = 19,64; alſo = 0,0509 


SY= 8,75; alfo — = 0,1143 


* 
$ = 16,00; alfo = 0,0625 


0,0625 — 0 — osis _259 
0,0509 — 0,1134 0,0634 317 
pur „_ 9,0509 — 0,0625, 0,0116_ 58 
und ET = 0,0508 — 0,1145 0,065 317 


Dad Gold verhält fi J ah Ka dem SKupfer wie 259 : 58 
und ed ift bie Mafle - = - * Baratig, nämlich fie enthält in 


der Mark von 24 Karat 193 Karat reined Gold und 42 Ka⸗ 
sat Kupfer. 


5. Ein abgeftumpfter normaler Kegel, von welchem das 
Verhaͤltniß der einzelnen Dimenſionen zu einander gegeben 
iſt, ſoll von einer Maſſe conſtruirt werden, die ein eigen⸗ 
thuͤmliches Gewicht = k hatz die Schwere deſſelben ſoll 
Q preuß. Pf. betragen. Wie groß muß derſelbe gemacht 
werben? 

Auflöfung. Set man den Radius ber untern Zläche 


und daher P’ = 








30 


=R, ben I 
und r = nh angenommen werden, und es ſind m und n ges 
geben. Nun ift dad Volumen 


a a 
v-b® ——— 


es iſt alſo auch ve 


und weil P = 66VS, fo wird 
2 (m * mu +?) 


6. — Er =Q 


und hieraus erhält man 
. 3 


bh’ m’ + m + nm) 
3 


h= 22 (m? + un + u) kr 
wodurch bie, Höhe und alfo auch die beiden Radien ber Grunds 
flächen beſtimmt find. 


6. Ein Kegel, deſſen Höhe = h und der einen Radius 
ter Grundfläche = R hat, beficht aus zwei Theilen, fo daß 
ibre gemeinfc;aftliche Begränzungefläche parallel zu der Grunds 
fläche iſt. Das eigenthümliche Gewicht des obern Theild, nach 
der Spitze bed Kegeld zu, it =a, das des untern Theild = b, 
und beide Theile find gleich ſchwer; es fol die Höhe eines 
jeden der beiden Theile berechnet werben. 


Aufloͤſung. Set man die Höhe des obern Theils = x, 


R x /Rx\? z’R’r 
fo iſt dad Volumen beffelben = (Er 3he 


das Gewicht dieſes Keil iſt folglich = 6-TNT. m. Das 


Volumen des untern Theil ift = ——— und alſo 


ift hieron das Gewicht = 66 Pr-5] b. Du 
nun beide Theile ein gleiches Gewicht ‚haben follen, ſo ift bie 
Gleichung 





und 





ax’R’r bhR?a bx’R’x 
66- pr 66. 7-6 gr 
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bx⸗ 
und hieraus folgt 5 = =bh — Ir 


Es ift alſo auch x’ (a + pr = bh? 


3 
b 
und daher x = ı/ (—) 


Zufaß. Für a = 7-.b, wenn alfo das eigenthümliche 
, Gmicht des obern Theile 7 mal fo groß ald das bed untern 
f,mird x = äh. 


Erfte Abtheilung. . 
Die mathematifche Theorie der Statik betreffende Uebungen. 


Erſter Abſchnitt. 


Von den auf einen Punkt wirkenden Kraͤften. 


5. 8. 
Don der Kraft überhaupt. 


1. Die Kraft ift mach der bereits $. 3. No. 2. geges 
benen Erklärung: die Urfache ber Bewegung oder eines Stre⸗ 
bens zur Bewegung, und die Größe derfelben laͤßt fich im. 
mer aus ihrer Wirkung beurtheilen. Die Wirfung bei einer 
wirflichen Bewegung offenbart fich durch bie Größe ber bes 
wegten Maffe und durch die Gefchwindigkeit, mit welcher Dies 
felbe bewegt wird. Die Größe der bemegten Maffe kann durch 
Gewichte, und bie Gefchwindigkeit durch den in ber Zeiteine 
heit zuruͤckgelegten Raum gemeffen werden. Hierdurch, bietet 
fi) ein Mittel dar, die verhältnigmäßige Groͤße zweier Kräfte 

. gegen einander zu beflimmen; biefe Größe wird bloß nach 
der Geſchwindigkeit beurtheilt, wenn durch. beide Kräfte eine 
und dieſelbe Maffe bewegt wird, oder wenn man die bes 
wegte Maſſe gemichtlos annimmt, die Unterfuchung fich alfo 
auf die Bewegung eines mathematifchen Punktes bezieht. 
Wird durch eine Kraft Feine wirkliche Bewegung, fondern bloß 
ein Beftreben zu derfelben erzeugt, fo Außert fie fich durch eis 
nen Drud, ber immer der Groͤße der Kraft proportionirt ift, 
«durch welche er erzeugt wird, und cd wird baher in biefem 
Bulle die Größe der Kraft immer burch Gewichte gemeffen. 

Ge 
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Gewicht und Gefchwinbigkeit bilden daher den Maaßſtab für 
bie Größe aller. Kräfte: das erftere bei\ber bloßen Beftrebung 
zur Bewegung einer Maffe, die letere. bei der wirklichen Be— 
wegung eined mathematifchen Punktes, und beide zufammen, 
wenn eine ſchwere Maffe bewegt wird. 

2. Eine Kraft kann fich nicht ſelbſt beſchraͤnken, daher 
wirb durch die Einwirkung einez Kraft immer eine Bewegung 
erzeugt, welche, vermoͤge des Geſetzes ber Beharrlichkeit, fort: 
während biefelbe bleibt. Kommt alfo ein bemegter Gegen⸗ 
ftand in Ruhe, ober Ändert: fih bie Bewegung in ber Art, 
daß fie entweder mit einer. andern Gefchmwindigfeit oder in 

- einer. andern Richtung fortgefegt wird, fo muß dieſes in als 
fen Zällen der Einwirfung neuer: Kräfte zugefchrieben wer⸗ 
den. Hieraus geht unmittelbar hervor, daß bie durch eine 
Kraft (die nun auf den durch fie bewegten Körper nicht weiter 
fortwirft) erzeugte Bewegung gleichfdrmig und grablinig 
fein muß. 

..3 Die Wirkung einer Kraft. iſt durch ihre Größe und 
Richtung volllommen beflimmt, aber von dem Angriffspunkte 
ganz unabhängig; fie kann alfo in jedem Punkte ihrer Rich⸗ 
tung wirtend gedacht werben, ohne daß hieraus ein Einfluß 
anf die Bewegung erfolgt. Wird 3. 3. ein Körper mittelft 
eined Fadens fortgezogen, fo ift es gleichgültig, ob biefer 
Zaben. eine größere oder geringere Länge hat ıc. . 

: 4. Die verhältnigmäßige Wirkung einer Kraft Tann ims 
mer durch eine gerade Kinie dargeflellt werben, die durch ihre 
Rage bie Richtung, und durch ihre Länge die Größe ber Kraft 
ausdruͤckt, ed mag biefe Größe ald Drud durch Gewichte, 
‚oder ald Bewegung durch bie Gefchwindigfeit gemeſſen wer⸗ 

ben. Diefe Eonflruction, in fo fern durch dieſelbe bie Größe 

der Kraft ausgedruͤckt wird, erhält übrigens, wie fich von felbft 
verfiebt, erft in dem Zalle eine beftimmte Bedeutung, wenn fie 
für mehrere Kräfte zugleich angemenbet, und bei allen vderfelbe 

Maafftab gebraucht wird. 

5. Zwei Kräfte, die einen gleichen Druck erzeugen, ober 
bemfelben Gegenftande dieſelbe Geſchwindigkeit mittheilen, find 
gleich groß, und eine Kraft iſt mehreren andern gleich, wenn 
fie, in Beziehung auf ben erzeugten Drucd oder die erzeugte 

AL 3 
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und es ift ihnen. AR dquipollent, fo iſt R« mit R im Gleiche 
gewicht, wenn. R* = R ift und beibe nach tntyepengefeßten 
Richtungen wirken, daher ift in biefem Fall auch R’ mit P 
und Q im Gleichgewicht: Gleichgewicht iſt alſo ſowohl zwi⸗ 
ſchen zwei, als auch bei mehreren Kräften denfbar, '--Die 
Unterfuchungen‘ der Bedingungen, "unter welchen Kräfte fich 
im Gleichgewicht' erhalten, bilden züfdmmen die ftätifchen 
Wiffenfohaften, und in fo’ fern Diefe Unterfuchungen 
fich bloß⸗ auf: feſte Koͤrper beziehen, alfo auf folche, deren heile 
nicht ohne Kraftanftrengung ' getrenhb- werden -Pännen, wirb bie 
Wiffenfchaft die Statik der feften Körper genannt. 
Uebrigend werden in -diefen. Theil der mechaniſchen Wiſſen⸗ 
ſchaften auch alle die Unterfnchungen:aufgenommen, wo Kräfte, 
als auf-eineri mathematifchen Punkt wirfend p unter ſich im 
Gleichgewicht gedacht ı werben. 


Bi, u nn. “ RE Sg, 9%... j a 

einfade Aufgaben. 

1. Welche Veränderungen können bei Kraͤſten, Die im 
Gleichgewichte find, Worgenomnien. werben ‚ ohne: daß dadurch 
das Gleichgewicht: anfgehöben wird? 

Die Bebingungen, unter welchen das Glechgewicht ni 
aufgehoben wird, find: 

" .a. Menn man 'eine Kraft binwegnunmt und dafar ee 
nen hinreichend feften Widerfland anbringt, der in entgegen⸗ 
geſetzter⸗ richtung: wirkt. Der Widerſtand "erleidet in die⸗ 
ſem Falle einen Druck, deſſen Groͤße durch die weggelaſſene 
Kraft gemeſſen wisb, und ed muß derſelbe alſo auch mit ei⸗ 
nerneben fo großen Kraft widerfiehen: 

“b : Wenn za den im Gleidhgewichte fiehenden Kräften 
andere hinzukommen, die unter ſich im Gleichgewichte find, 
ober wenn man dergleichen hinwegnimmt. 

© Wenn man die im Gleichgewichte ftehenden Kräfte 
verboppelt oder überhaupt gleich vielfach nimmt. Sind 3.8. 
die Kräfte P, Q und R im Gleichgewicht, fo muß bei bers 
felben Läge unter den Kräften mP, mQ und mR ebenfalls 
Gleichgewicht ftattfinden. Eben fo müffen auch gleiche Cheile 
von im Gleichgewicht fichenden Kräften, in berfelben Lage 

3% 





L 
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Gleichgewicht ſtatt zwifchen S und Y, alfo auch zwifchen S, 
R und X, und daher müffen auch bie Kräfte S, R, Qunb P 
tm. Gfeichgewichte fein. 

3. Auf einen Pınft!m, Fig. 1., wirft eine Kraft P, bes 
sen ©röße und Richtung durch die Linie mp bargeftellt: wird; 
es folk die Wirkung berfelben in Beziehung anf eine beliebig 
busch m ‚gezogene Abſciſſenlinie mn angegeben werden. . 

Zieht man von p auf mn bie Normale px, feßt mx x, 
px = y und ben Winfel pux = 9, fo iſt, weilmp — P 


fein fl, _ | 
P:x == 1:cosp und P:y = 1:sinp 
und eö iſt daher x = Pcosp und y = Psiny 

Zufag 1. Stmg=Q=P und Zqmn=Zpinn= 9, 
fo ift die Wirkung von Q der von P in Beziehung auf die 
Abſciſſe dquipollent; dagegen ift die Wirkung in Beziehung 
auf bie Ordinate zwar gleich groß, aber die Richtungen find 
entgegengefeßt. | 

Zufag 2 Wirb mr = R von einer folchen Größe ges 
nommen, daß ber Enbpunft r in ber Linie xp ober beren 
Verlängerung liegt, fo ift die Wirkung von R in Beziehung 
auf bie Abfciffe mn der von P dquipoflent; aber in Beziehung 
auf bie Drbinate find heide von verfchiebener Größe, wenn 
nicht p mit r zufammenfällt. 

4. uf einen Punkt m, Fig. 1., wirken zwei gleich große 
Kräfte P unb Q unter einem gegebenen Winkel pmq; es foll 
bie Richtung det ihnen dquipolienten Kraft X angegeben werben. 

Halbirt man den Winfel ping durch mn, fo giebt bie 
: Rinlemn bie Lage von X an; denn wire mn nicht bie Richtung 

von X, fo muͤßte biefelbe der einen Kraft P näher als ber 
andern Q liegen, und da Q = P, fo müßte aus bemfelben 
Grunde auch X der Q näher als P liegen: da num beides 
zugleich nicht ftattfinden kann, fo muß X nothwendiger Weife 
eine ‚ ſolche Lage haben, daß fie mit P und Q gleiche Win⸗ 
Bel bildet. 

5. Die Kräfte ma = P und mb = Q, $ig.2., wirken 
anf m unter einem zechten Winkel; es foll die Größe der ih⸗ 
nen dquipollenten Kraft mc — X. beflimmt werben. 

Mon ziehe an m bie Kinie de normal auf mc, fo if 
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La = Ly und Lö = L$. Nimmt man nun an,, daß P 
- dqnipollent :fei den beiden Kräften p in der Richtung md 
und p’ in ber Richtung mc; und bag () Aquipollent fei:den 
Kräften q und q’ in ben Richtungen me und mc, fo haben bie 
brei Kräfte P, X und Q biefelbe Lage: gegen einander, wie die 
Kräfte'p‘, P und p, und auch wie bie Kräfte.q, Gum. qd. 
Es muͤſſen daher (nach No.1.d.) P, X und Q mit.p‘,:P und 
p, unb auch mit. q, Q:und’q‘ in demfelben Verhaͤltniſſe ſtehen; 
alfo finden die Pröpostionen ſtatt: Pe: X: = pi: P-:p 
= 4:0 :g‘, nämlich es ift np one 


pP: x=p: P unb bahet pi = 
Ob -.: 
wQ=P:p =». P=%. 
P:X=q:0 » a 
%:Q = iq » (=% 


Da nun p und p‘ ber P; qundg‘ derQ, und P und Q da 
X aͤquipollent fein follen, fo. müffen die vier Kräfte p, Pr 
q und q’ ebenfalld der X dquipollent fein. Es ift aber 


p=gqg= 2 und fie Baben die entgegengefegte Lage mdk 


unb me, ſtehen alfo unter fih im Gleichgewicht und koͤnnem 
haber weggelaffen werben, folglich muß X auch den beiden Ki 
ten p‘ und q‘ Aquipolient fein. Da nun aber p’ und q‘ 
X in derſelben Richtung liegen, ſo muß p +q =X 
und daher auch, wenn die obigen Werthe gefegt werben, . 
pP? ()? j 
xtyt ” 
und hieraus folgt PP + Q? = X”, al X = V(P* + = 
Wirken alfo P und Q unter einem rechten Winkel, fo iſt b 
denfelben dquipollente Kraft X ber Hnpotenufe bed rechtwin 
ligen Dreiecks gleich, von welchem P und Q die Katheten re 
g. 10. 
Aufgaben zur Beſtimmung des Gleichgewichts dreier im 
einer Ebene auf einen Punks wirkenden Kräfte 


Aufgabe 1. Es wirken zwei gleich große Kräfte P un 
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QO unter einem rechten Winkel auf einen Punkt; es foll die 
Größe und Lage einer dritten Kraft X beftimmt werden, bie 
mit benfelben im Gleichgewicht ift. - 

Auflöfung DP=OQ, fo iſt bie Lage einer aquipol⸗ 
lenten Kraft X’, nach $. 9. No. 4., dadurch beſtimmt, daß 
bie Richtung berfelben ben von P und Q eingefchloffenen Win⸗ 
tel halbirt, und weil bier diefer Winkel = 90° ift, fo muß, 
nach F. 9. No.5, X = vR+QY=V2P=Py2 fein. 
Beſchreibt man aber nit. P=Q ein Quadrat, und zieht Die 
. Diagonale befjelben =D, fo ift auch D=PVY2, und es hal: 
bist diefelbe ebenfalld den rechten Winkel; folglich it D= X’ 
ber Größe und Lage nach, und ber gefuchte Werth von X ift 
== X’, bat aber bie entgegengefeßte Lage. - X wird alfo gefun⸗ 
ben, wenn man bad buch P = Q beflimmte Quabrat volls 
endet, von bem Pundie aus, auf welchen bie Kräfte wirken, 
eine Diagonale = D zieht, diefelbe ruͤckwaͤrts verlängert, und 
die Berlängerung = D nimmt. 

Aufgabe 2. Auf einen Punkt: m, Fig. 3., wirfen zwei 
gleich große Kräfte P=Q unter irgend einem intel ping; 
es foll die Lage und Größe ber ihnen dquipollenten Kraft X’ 
beflimmt werben. 

Yuflöfun DoP=Q, ſo erhätt man, wenn ber 
Winkel pmq durch bie Linie mn halbirt wird, die Rage von 
X’ nad) $.9. No.4. Nimmt man nun amp’=nmg/=45°, 
fo find bie Wirfungen von mp/=P’ und-von m =0Q' auf 
die Abſciſſe mu diefelben, wie die von P und Q, nach S. 9. 
No. 3. Zuf, 2. Weil aber P/ und Q’ unter einem rechten 
Winkel wirken, fo tft die ihnen dquipollente in mu liegende 
Kraft bie Diagonale ded Quadrats mip/ng‘; folglich ift diefe 
Diagonale auch dem gefuchten Werthe von X gleich. Zieht 
man aber pn und qn, fo ift mpuq ein Rhombus, von wels 
chen mm ebenfalld die Diagonale ift; es ift alfo X‘, der Größe 
und Lage nach, ber Diagonale mn bes gleichfeitigen Parallelo- 
gramms gleich, von welchem P und Q die Seiten find und 
pınq ber Winkel, 

Wird nun mn richwärts tiber m hinaus verlängert, und 
man nimmt die Verlängerung X = X’ mu, fo ift X mit 
P und Q im Oleichgewicht. 
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deſſelben zwei Kraͤfte, die zuſammen der gegebenen X aͤquipol 
lent ſind. 

Zuſatz 2. Mit Huͤlfe bed Parallelogramms kann man 
alfo zu je zwei Kräften eine dritte ihnen aͤquipollente Kraft 
finden, und es läßt fich durch daffelbe auch umgekehrt jebe 
gegebene. Kraft in zwei dquipollente Kräfte zerlegen. Daß em 
ſtere Verfahren nennt man bad Zufammenfegen,: und bad 
letztere das Aufldfen Der Kräfte; dad Parallelogramm aber, 
in fo fern man es zu diefen Operationen benußt, wird das 
Parallelogramm ber Kräfte genannt. 

Zufag 3. Wenn bie Kraft X den beiden Kraͤften P 
und O duuipollent ift, fo nennt man X die Mittelkraft, 
und P und O find die bazu gehörigen Eeitenfräfte 


$g. 11. 


Aufgabe. 


Es ſoll angegeben werden, wie bie Seitenkraͤfte A und B 
und die denſelben aͤquipollente Mittelkraſt X und ihre Nei⸗ 
gungswinkel von einander abbaͤngen. 

Aufloͤſung. Sexst man in dem Paralleloaramm, Fig.6. 
den Winkel, welchen die Mittelkraft X mit A bildet, = 4 
und den mt B=.. ni _x= IM’ — (et) und 
e@ find A, B und X die Seiten eins Dreiccks, welchen bie 
Winkel @. 3 und x gegenüber liegen; folglich hängen dieſe 
Größen chen fe von einander ab, wie die Tbeile eines 
Dreiote, und od latten fin Daher, wenn von den ð Stuͤcken A,B, 
X. ct. 3un!x Brei geschen find, Die übrigen in allen bes 
Allen tun Rechnung enden, in meisten es mäylich ifl, au 
drei geschenen Stuͤcken eines Deiccks die übrigen zu berechnen. 
Dober ift 

I. A:R:N\N = sine:sin ?:sinx 
und mit Häre Biker Proportien Einnen Nie fehlenden Stuoͤcke 
gefunden werden, mean entweder zwei Kräfte gegeben find unbe 
einer der Winkel. weiten dicſciden nicht cinſchließen, ober zweũ 
Winkel und irgen? cine der Drei Kraͤfte. 
Asinx 


UI. tz = 
” co$ X 


B—Xi 





’ 





BT 


Zufat 
Kann man 
den, die Pı 
vr ae Ta pw 
ws 4 Ems, fo daß hieraus d gefu 
es ift alsdann, wie aus der Trigonometrie befan 
«= S+tdwß=S-— 
Bufag 4. Auch die Formel X= — 
laͤßt ſich fo umformen, daß ˖ ſie für das Re 
rithmen bequemer wird. Es iſt bekanntlich 


— 2sintt. 
eosx = rn 2ein ix 





and daber ah X = At HB? — 28 ( 
=A+HBLOAB- 


= (A- a + 


nämlich es ER = AB [r + ——— 


84 


und wenn man ru? — 1g’p, wo ſich alſo de 


Wintel berechnen ie, fo wird 
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(A — * I DEE AP 


co8 
Zufatz' 5. Auch bie @eiddung ‚ durch welche aus ben 
* gegebenen Kräften ihre Neigungswinkel gefunden werden, 
laͤßt ſich ſo umformen, daß die Formel bequem für das Rech⸗ 
nen mit Logarithmen wird. Naͤmlich es it 
'r? — 2sinfix 








Ccos x = r 
0 fA’ + B’ 
Da sun cosx ae * * r 
A? +Bp rn 
"Rar; 2sin?jx — a tr 


und es wirb baber _ 
4ABein?; jx,== 1" [3AB — (A + B? — X] 
u . —* rꝰ I[Xx· — A — B)?] 
er t+A—B)(X+B- A) 
BIRNEN EIG) ErERN 


2 
md wenn man bie halbe Summe ber drei Kräfte, alfo 
| ar? mit H bezeichnet, fo wird rt BH_B 
; anb Lena = H — Az es ift daher auch - 
Ä ABsin’jx = 1" (H — A) (H — B) 
und hleraus folge ain jx m —— 
Auf gleiche Weiſe findet man auch et 


"HH — X 
J— A — 


— 
Auf den Punkt m, Fig. 7., wirken die drei Kraͤfte A, B 
unb C, welche fich im Gleichgewicht erhalten, und es ift ber 





46 my ee ee ige C gi: 


Warha, weicher dir han; Michtunger; bet. Kräfte A und 
cingefihtoffen wird, = c; ber von A unp C engefchloffene 2 
und der von B und C=a; san foll beflimmen, wie Pie: ſi 
Giopen A, B, C, a,.b-und c von ehnander abhängen. 

Aufldfung Wird.G ruͤckwaͤrts verlängert, und 
Verlängerung, X; =.G genommen: ‚, fo ift X dquipollent 
Kräften A und B. und ed if na die Abhängigkeit der Q 
Ben MBr e , M und =.in,dem yarigen:S. befliumt, n 
deu: Eetzt man alfa ;in Ben..bort, siholfenen, Formeln, für a 
ech er 150P 7-25 ‚Bei era b, and ‚180° er 3, fo. 
kommt man die gefnrhten leichungen; namlich fo iſ nach g. 1 

A:BrX.= srg: sin: sin x 

| baher ift auch A: B: C= 'sina:'sinb: sinc 
Die drei im Gleichgewithte flejenden Kräfte verhaften fich ı 
zu einander, wie die‘&inus der ihnen gegenübettfegenden ) 

gungswinkel. Eben fo laſſen ſich Die, $. 11.,_ gefi nbenen, uͤ 
gen Formeln hier anwenden. So lt z, B. "u IV. 

A? + B? _ XV Kar 
Kr cosxie IE lg 


_ Bu 2 “ „! ‚13. | a. u . 
15 .- nn TU: . rt 


B ei r pie 17 € 

1. Die Kräfte, beren Groͤße 32 Pf., 40 Pf. und 45 
—* er ‚auf einen Punkt ‚fo angebracht werben, daß 
—A im̃ Gleic gewicht erhalten; wie groß muͤſ 
die ungswinkel ihrer Richtungen: angenommen werden 
Hier iſt A= 32, B=0wC=- 45, und | 
r=1 if nun on | . 
24 BC 599 


cosx =— Cc0OSc = — To = 0,23398 
_B+C— A 2601 
cosa = — cos = nn in 8 ‚12250 


A? + C’ — B? 1449 


cos = — cosb = ZAC 2880 
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0 
für se Tu Sa geege 
alfo 120:40 = 18 51 9 :tgd 
und ed ift daher tgd = Lig 51°. | 
Nun ift log 18 51° 9° = 10,0939569 | 
logd = 0,4771213 
alfo ift log tgd = 9,6168356 
und daher d = 22° 28° 55% 
unb ed ift hier, weil B> A, auch ? > «, alfo 
p= S+d= 73 37° 55” ; daher b = 106° 22° 5 
a=S_— d= 28% 40 gu; daher a =. 151° 19° 55% 
bie Winkel, welche die Richtung der dritten Kraft C mit ben 
gegebenen A und B bilden muß. 

. Von . ber Richtigkeit diefer Mintel überzeugt man ſich 
leicht mit Hälfe der Proportion | 
A:B = sina: sinb = sine : sin 
eö muß alfo hier sina:sinß = 40:80 = 1:2 fein, und 

wirklich findet man, daß 
sin 73° 37° 55 = 2sin28° 40’ 5 

3. Drei an einem Punkte im Gleichgewicht flehenbe 
Kräfte haben eine folche Lage, daß ihre Richtungen die Wins 
tel einfchließen von 136° 125 154° 36° und 67° 12°. Die 
dem letzten diefer Winkel gegenüberliegende Kraft beträgt 
: 84 Pf. Wie groß ift jede der übrigen beiden Kräfte? 

Hier it a = 136° 12%, b = 154° 361, c = 67° 17 
und C == 54. Da nun A:B: :C = sina:sinb:: sinc 

| ‚Csina _ 84 sin 41° 48° 











A na 1a 
"Csinb__84sin25° 24° 
und B = sinc sin67° 12° | 
Nun ift log84 = 1,9242793 log54 = 1,924279 
log sin 41° 48° = 9,8938213 log sin25° 24°= 9,6323916 
11,7461006 11,5566709 


10867°12° = 9,9646665 1og67°12/ = 9,9646665 
folglich it logA = 1,7534341. und logB = 1,5920044 
und daher A = 60,7343 Pf. und B == 39,0545 Pf. 

4. Zwei 
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A:B = siua: sinb, fo ifl sina = Zeinb | 


und weil A > B, fo fann auch 5 A sinb > r werben, un 


fo oft dieſes ber Fall iſt, kann Aberhanpt fein Gleichgewich 
ſtatt finden. 


$. 14. 
VDebungen. 


Aufgabe 1. Drei unter ben ——— a,b. 
wirkende, im Gleichgewicht fiehende Kräfte A, B und C fin! 
zufamnen = S; ed foll die Größe einer jeden von diefea 
Kräften beflimmt werben. 

Aufldfung. Da die Kräfte unter den Winkeln a, 8 
und c wirken, fo find die Ergänzungen berfelben zu 180° 
welche mit «, 4 und y bezeichnet werben koͤnnen, bie dra 
Winkel eines Dreids, die ben drei Seiten A, B und C ge 
genüber liegen. Da nun 

A:B:C = sine: sin: siny 
fo ft ud AHB+C:A = sina+sinß + siny: sine 
oder, wenn man einftweilen fegt sin« + sin? + siny = N 
S:A= M:sin« 
und eben fo ift auch 
S:B=M:sinf ud S:C = M: siny 


es ift daher 
Ssin Ssiu 
A= w;5= md C = 


woburch alfo die Größe ber drei Kräfte beſtinmt if. 

In diefen Formeln iſt M = sin« + sind + sin y 
mb weil «a + A +y = 180°, fo if siny = sn(e + M 

alfo au) M = sin« + sin? + sin(« + P) 
nämlich ee it M = sin«a + sinp+sinacos? + cosasin 
= sin«e(1 + cos) + sin? (1 + cosa) 
und weil allgemein 1 + cosp = 2cos?}g, fo ift nun au 
M = 2sinacos?418 + 2sin dcos?1« 

und da sinp = 2sinzgcos3g, fo wird 

M = 4Asinga cos3a cos? + 4sin}?cosiFcos’i« 


nämlich es ift 








M 
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nämlich es if 


9c* C 
2 + m — 42. 
B A 2- 7 +27 


und baber 2A? + 2B? — CC’ = 9° 
folglich ift die Größe der einen Kraft c durch die Gleichung 
Beitimmt 


= 





Ar + 2B? _ C? 

9 
Eben fo findet man auch für bie beiben übrigen Kräfte 
2B? + 2C? — A? 


9 
2 3 
und b’ = 2a +8 8 
Dur Addition ergiebt fich hieraus 
A+P+C 





®+b+c0= Zt - 


‘ Die Summe der Duabrate ber brei im Gleichgewicht fir 
henden Kräfte ift alfo dem britten Theile ber Summe der 
Quabrate ber drei Eeiten des Dreiecks gleich. 


Aufgabe 5. Man fol. in dem Dreic abe, Fig. u. 
den Punlt x fo beflimmen, daß durch die drei Kräfte xa, sb 
und xc eine Mittelfraft = p nach ber Richtung xc erzeugf 
wird. 


Aufldfung. Vollendet. man das durch axb beſtimmte 
Parallelogramm axbe, fo iſt xe aͤqulpollent den Kräften ie 
und xb, und cd muß nun, bermöge des Bedingungen bee 
Aufgabe, xe mit xc eine Kraft. pin der Richtung > Bus 
zeugen, folglidy muß sc — xe = p fein, - 

Da nun dx = de, fo. folgt auch sc —2(xd) = R ud 


meil xc = cd — xd,.fo muß auch z ) 
cd — 3 (xd) = p De 
fein, und daher, wenn man cd = d feßt, 
d—-p_ . X 
—t=u) . 


Die Lage von x wird alfo gefunden, wenn man ab in d he 


birt, ed = d zieht und nun dx = Sr nimnit. u 


— Tr run 
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Der Werth von ex = 6 cigiebt fich durch folgende Glei— 
dung: Es ift 


e=d- dd) =a- Izt-Ur ) 


und weil, wenn hier wieder die drei Seiten des Dreiecks mit 
A, B und C bezeichnet werben, 


20° +2(5) = A +B 
dp I + Q = 242 + 21 
un) daher 2d = V(242 + 2B? — CD), ſo wird 
Pt + VA + + 2B: — (2) 
3 
- Kerner if (ax)? + (byj? = 2 (ad)? + 2 (dx)® 
u a . C\? d—p\ 
folglich auch aꝛ 4 = 2 (7) + 2(#) 
_C * 26 ꝰC? +4(d—p)’ 
Nuimlih eB ia! +b'— + =. 


2 (0 + 3 
wiie man hierzu noch = (7) „nen 


_ 90 + ac! + Hd pt? 2d+p)’ 


3C? . Ad + EN 
6 


fo wird @ + b’ + c’ 


nämfich es ift a? + b’ + ee 


und weil äd? = 24° + 2B? — C, ſo wird 
— Sartre — ————— 


Gh up, ich der Werth yon aaa und xb = b jeter bes 
ſonders. beflimmen. : Set man ı nämlich den Winkel adı=g, 
ſe * in dem Dreieck ade : 
. (day. + (de)? — (ac)? , 

—X * "+ 2% (da) (de) 
und in hm. Dreiect adı iſt . 


u | ee + (de)? — (a)? — 


J ng: u 
nn iR: auch | © 
(def +: —* joe DM ‚dar * (dx)? — Ka at 
. -. 1 (die). ’ ds) Br 
ndmich- ed.ift, wenn man bie Werthe ſetzt 


—— (du) &) 
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GC? + —- B_GC’ + (dd? — a 
d (dx) 
alfo weil dx = ‘or 





era wlzaflr+ (dann) 


eine Gleichung, . and welcher durch Reduction fich leicht 
der Werth von a? beffimmen läßt, und man kann ebenfo 
ben Werth von b? finden, wenn man A ftatt B in dieſer 
Gleichung feßt. 

Aufgabe 6. Es !iſt ein | Viered abed, Fig. 10. ., gege⸗ 
ben; man foll in demfelben einen Punkt x beflimmen, fo baß, 
wenn von biefem Punkte an bie Eden. ber Figur die Linien 
xa, xb, sc und xd gezogen. werben, dieſe Linien vier Kräfte 
der Größe und Rage nach ausdruͤcken, welche ſich gegenſeitig 
im Gleichgewicht erhalten. 

Aufloͤſung. Den Kräften sa= a und xb — 'b if 
eine Kraft aͤquipollent, welche bie von x aus gezogene Dia⸗ 
gonale des durch axb beflimmten Parallelogramms bildet; hab 
birt man alfo ab in a, ſo iſt x« die Lage und 2 (xa) die 
Größe der Kraft, welche a und b dquipollent iſt. Eben fo 
ift auch, wenn man cd in ; halbirt und ‚xy sieht, Diefe Linie 
die Lage ber Kraft, welche Auipollent ft xc=c und xd=d, 
und bie Griße berfelben ift = 2 (x). Sollen nun bie vier 
Kräfte a, b, c und d im Gleichgewichte ſein, ſo mo 
2 (ze) mit 2 (xy) ebenfalld im Gleichgewichte ſtehen, 
muß daher xx = xy ſein, und beide muͤſſen in grader —* 
liegen. Halbirt man alſo ab in « und ed. in >," zieht. ay 
und halbirt biefelbe in x, fo ift dadssch: Ser” gefuchte Punkt 
gefunden, welchem die Eigenfchaft gufommt, daß durch ihn bie 
vier Kräfte a, b, c und d unter fich im Gleichgewichte ſind. 

Wird ad in d und be in:8 halbirt und.man zieht 
£5, fo halbiren fich bie Linien ‚ar und Pö in x, was bereits 
baraus hervorgeht, daß aßyö ein Parallelogramm fein muß, 
von welchem «y und Pö die Diagonalen find. Es iſt alſt 
ber geſuchte Punkt x ber Punkt, in. welchem bie beiden Linien 
@y und 40, durch die die Halbirungspunkte der gegenuͤberlie⸗ 
genden Seiten bed Vierecks verbunden werben, ſich ſchneiden. 
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den Kräften a, b, c und d aͤquipollent. Sollen nun biefe 
4 Kräfte mit e im Bleichgemwichte fein, fo muß auch zwiſchen 
xe = e und A (x) Gleichgewicht ftatt finden: hieraus folgt, 
daß e = (xc) = 4 (xy) fein und mit berfelben im gras 
der Linie liegen muß. Der gefuchte Punkt x wird alfo ges 
funden, wenn man ab in « und cd in 2 halbirt, a mit 4 
verbindet, Diefe Linie in J halbirt, ey zieht und auf biefer Li⸗ 
nie cx = ! (ey) nimmt. | 
Die Abhängigkeit der 5 Im Gleichgewicht ftehenden Kräfte 
a, b, c, d, e von den Seiten ded Fuͤnfecks und ben Linien, 
welche die Halbirungspunfte derfelben verbinden, läßt fich auf 
folgende Urt ausdruͤcken: Man feße ab = 2A, bc = 2B, 
cd =2C, de=2D und ca = 2E; ferner bie Verbin 
dungslinie, welche ben Halbirungspunft von 2A mit dem von 
2C, alfo mit Ueberfpringung von 2B, verbindet, = 22; di 
Verbindungslinie der Mittelpunfte von 2B und 2D=2, un . 
fo die folgenden 20, De und 2a. Nun ift | 
(xa)?+(xb)? = 2lan? +2xe)? alfo a +b?=2A?-+2(xc)' 
(sc)? +(xd)? = 2(cdy?-+2xN? alſo ?+d?= 210? +25)’ 
alfo ift auch A-+-b?+c0+d?=24?+2C?+2(e)?+2°x5)' 
und weil in dem Dreieck «xß die Grundlinie uf = — 23 —* 
x/ halbirt wird, ſo iſt 
CZ er 
namlich es iſt (xa@)? + (18) = mr) = 279 + n 
€ 
und baher a + BP’ + cd’ + d’ = 24°?+2C? HAR+Z 


und man erhält ähnliche Relationen für je 4 unmittelbar ‚aufs 
einander folgende Kräfte, woraus die 5 Gleichungen entfliehen 


. ®+b+c rer 
2. bPp + ?+d be = 232 4 2° + ir" + x 
Harn - 20 + 20 + 1. + . 
. E+e+a+bt=2D4 Pr +. IP +. = 


5. + = +rb rd‘ = 9%3 +38: + ka + 7 
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und diefe geben durch Abbition 
(a+bPr Hd HeO)=4(A+DB?+-C’+D +1 
HA -ASM Hl HP HOHER Hre) 
hlernach ift 
I+b+o+d+e= KIA? +P+C’+D’+L°) 
+ (a? +++ +8] 
Zuſatz. Die Yuflöfungen ver beiven leßten Aufgaben 
geben zu erkennen‘, baß für jedes beliebige grablinige Vieleck 
der Punkt x gefunden werben kann, welchem die Eigenfchaft 
zulommt, baß bie von diefem Punkte an alle Eden der Figur 
gezogenen Linien eben- fo viele Kräfte der Größe und Lage nad) 
ausdruͤcken, bie unter fich im Gleichgewichte find. Die Lage 
von x läßt fich in jedem Zalle durch eine einfache Conftruction 
ermitteln, und für die Summe der Quadrate ber Kräfte er: 
bit man einen einfachen Ausdruck, deffen Zorm aus ben be: 
reits gelöften Aufgaben allgemein gefunden werben kann. 

Aufgabe 8. Dan foll in einem nEd einen Punkt x 
von ber Art angeben, baß bie, burch die von x an die Eden 
der Figur gezogenen Linien, beflimmten Kräfte zufammen einer 
Kraft Aquipollent find, welche der einen diefer Linien gleich ift. 

Quflöfung. Iſt abede, Fig. 11., dad gegebene Virl- 
et, und follen die Kräfte zuſammen der xe aͤquipollent fein, 
fo laßt man bie Ede e weg und ſucht für das (n — 1)Eck 
abed einen Punkt von ber Art, daß bie durch -danfelben in 
des Figur beflimmten Kräfte im Gleichgewichte fü ſ ud, und dad 
Berlangte ift gefchehen. Ä 

Bufgabe 9. In dem Viereck abed, Fig. 12., ſoll cin 
Punkt x fo beflinnmt werben, daß die durch die Linien xama, 
xb = b, xc= c und sd =.d ihrer Größe und Rage nach 
gegebenen Kräfte zuſammen einer gegebenen Kraft p in der 
Richtung xd gleich find. 

Auflöfung. Die Kräfte a und d find zuſammen einer 
Mittelkraft aͤquipollent, deren Richtung mit xc zuſamimienfaͤllt, 
wenn man ad in « halbirt, und die Groͤße derſelben iſt =2(x«) ; 
eben fo ifl, wenn man be iu 5 halbirt, x3 die Richtung und 
2(x) die Groͤße ber Mittelkraft, welche den beiden Kräften 
b und c dquipollent if. Wird nun 3 gezogen und in ım 
halbirt, fo find xcc und x, Aquipollent einer Kraft = 2(xu) 





60 Erſter Abſchnitt. $. 14. 


in ber Richtung diefer Linie; folglich find die Kräfte a, b, c 
und d äquipollent einer Kraft in der Richtung xım, welche 
= 4(xm) if. Da nun biefe 4 Kräfte äquipollent fein follen 
einer Kraft p in der Richtung xd, fo muß xm mit xd in 
graber Linie liegen, und ed maß 4(xm) = p, alfo ip = (zm) 
fein. Der gefuchte Punkt x wird alfo gefunden, wenn man 
die gegenuberliegenden Seiten ad und be in « und 4 hal⸗ 
birt, die Linie @? zieht, diefe in m halbirt, d mit m verbindet 
und die Verlängerung mx berfelben = Ip nimmt. 
Seßt man ad = 2A, be = 2C ud ag = Im, ol 
aa =A,b?=C un me = m, fo ift | 
a? + d? = 22 + .2(xa)? 
.c + b? = 20? + 2(x3)? ' 
alſo aꝰ 4 b rd = 2A?+2C2 +2 [za + (A) | 
Da hun (xx) + (x)? = 2 (me)? + 2 (mm)? 


= 2m? + 2(k) 


2 
ſo wird 2 4 h + + d? = 24° +20 Hm +E 


Aufgabe 10. In einem Dreied abe, Fig. 12., foll ein 
Punkt x fo beflimmt werben, daß die Kräfte xa=a, sb=b 
und xc = c zufammen eine Mittelraft = p geben, beren 
Nichtung durch einen beſtimmten Punkt d geht. 

Auflöfung. Zieht man ad und cd, ımb fucht nun ben 
Punkt x für die 4 Kräfte a, b, c und xd = d, fo muß, 
weil bier eine Kraft d mehr benußt wird, die in ber Richtung 
xd erzeugte Mittelkraft = d + p werden, folglich wird, nach 
Aufgabe 9% 

(a) = or | 
Nunift dn = g bekannt, alfo wird, wenn man xım x fest, 
d — * xi; und man rrhaͤlt die Gleichung 


Zu on xt sI: 
woraus folgt x = 4 = (s) 


und hierdurch ift die Aufgabe geläft. 
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mA = A äquipollent den Kräften ma’ = a’ und ma” = a‘ 
mnB =B » n mb’ =b/ » mb”“=b' 
nCc=C » » nc’=c » nd=e 
nD =D » » nd =d » md!d 

und mE =E » » mei=e » ml=ed 


folglich find die gegebenen Kräfte zufammen aͤquipollent ben 
Kräften (a/, b/, c‘, d/, e') und (a, b, c’, d‘, e’‘), vor 
welchen die Richtungen in den beiden gezogenen Linien MN 
und MN’ fiegen. Sucht man nun die algebraifche Summe 
vona P +d mx“ = x, indem hiebi 
die Kräfte, welche von m aus in dem enfgegengefeßten Rich 
tungen mN’ und mM liegen, mit entaegengefegten Zeichen 
genommen werben, fo ift mr’ = x’ allen biefen Kräften zu 
ſammen äquipollent. Eben fo ift, wenn bie algebraifck 
Eumme von a + bc + el = =y 
gefunden wird, mobei natürlich, wenn die Kräfte nach be 
Richtung mM ale pofitiv betrachtet werten, die in ber Rich 
tung mN’ negativ genommen werben müffen, mx” = y 
äquipollent allen auf der Linie MN“ Tiegenden Theilkraͤften 
Hiernach find nun die Kräfte A, B, C, D und E ;zufamme 
äquipoflent den beiden Kräften mr’ = x’ und mx“ = x 
Wird alfo das durch x’ und x beſtimmte Rechteck x/mx“X 
entworfen, fo ift mX = X äquipollent x/ und x“ und alfı 
auch ben gegebenen Kräften A, B, C, D und E. 

Es iſt leicht einzufehen, daß dieſes Nerfahren ebenfall 
bei jeder beliebigen Anzahl von Kräften angewendet werden 
kann, mweng bdiefelben alle auf einen Punkt wirken und ia 
derfelben Ebene liegen. 

Muflöfung 3. Die vorige Aufldfung führt noch je 
einer algebraifchen, durch welche eine Formel ſowohl für dk 
Größe ald für die Lage der gefuchten Mittelfraft X erhalten 
wird. Setzt man nämlich den Winkel, welchen die Rich 
fung der Kraft mA = A mit ber Abfciffenlinie mN‘ bildet 
alſo AnN’ = u, fo ift 

ma’ = a’ = Acosa und ma’ = a’ = Asine. 
Eben fo ift für den Winkel BmN’ — ß 

mb‘ = b’ = Bcosß unb mb“ = b” = Bin. 
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Setzt man ferner ben Winkel EmN’ = e, fo erhält man, 
mil mE =E fein foll, 

me’ = e’ = Ecose negativ, weil « ein Winkel im 
weiten Quabranten if. Es wird alfo durch die Formel 
e == Ecoss bereitd außgebrüdt, daß me’ = e’ in Beziehung 
auf bie angenommene Abfciffenlinie mN’ eine negative Lage 
bat. Dagegen ift me” — e” = Eeins pofitiv, weil auch 
die Sinus ber fiumpfen Winkel cinen pofitiven Werth haben. 

Wird ferner der Winkel DmN’/ = d, wo diefer Winkel 
noch derfelben Richtung herum genommen wird, wie Die uͤbri⸗ 
gen, fo daß hier ö > 180° und < 270°, fo wird 

md’ = d’ = Dcosö und nd“ = d” =D sin d, 
und es zeigen biefe Formeln unmitteldar an, daß ſowohl d‘ 
in Beziehung auf die Are mN’, ale a⸗ in Beziehung auf die 
Are mM“ negativ iſt. 

Enblich erhält man, wenn der Winkel CmN ebenfalls von 
nN’ an links herum genommen wird, fo daß derſelbe im vierten 
Quabranten liegt, älfo > 270° und < 360° if, und ==y gefeßt wird, 

mc = c’ = Ccosy pofitiv, weil die Cofinus im vierten 
Duabranten pofitiv find und 

me’ = c = Csinz negativ, indem die Sinus in den 
vierten Quabranten einen negativen Werth haben. 

Die algebraifche Summe ber von ben Kräften A, B, 
C, D, E abbängenden Theilkraͤfte a’, b‘, c’, d’, e‘, welche, 
mit Ruͤckſicht auf ihre Lage, = a + br ce — d — e 
= my’ = x’, wird hiernach ausgedruͤckt durch die Formel 

“=Acose +Bcos?+ Ccosy +Dcosd + Ecose; 
die algebraifche Summe ber von ben gegebenen Kräften abs 
hängenden Theilkraͤfte a‘, b, c’, d“ und e’ aber ift mx’ 
= xt a a + bt cc — dd re, und biefe Summe 
wird durch die Formel ausgedruͤckt 

x“ = Asine +Bsinß + Csiny-+ Dsinö + Esine. 
Nun ift jebenfalld die gefuchte Mittelfraft mx = X burch Die 
Formel beftimmt 





“—_ (x‘)? + (x) | 
folglich ift auh X = VL)’ + (a“)] 
— V[(Acosa + Bcosß + Ccosy + Dcosö + E cos 8)? 
+ (Asinc#Bsin?+Csiny +Dsinö+E sin e)?]. 


Zt 
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Es ift alfo durch die. gegebenen Kräfte und bie befann- 
ten Winkel ihrer Richtungen gegen eine. beliebig angenom⸗ 
mene, durch m gezogene Are, die Größe der, allen zuſammen 
äquipollenten Mittelfraft X beflimmt. 

Aber auch die Lage von X gegen bie angenommene Are 
laͤßt fich durch eine Formel ausdrüden; denn fegt man nach 
derfelben Richtung herum, nach welcher alle übrigen Winfel 
genommen find, den Neigungswinkel von X gegen mN’ =, 
fo ift immer 

: =1:1gp 


x’ 
und ed if daher tg ꝙ = 7 


nämlich es iſt, wenn man für x’ und x’ ihre Werthe ſettt, 
t _Asin«+Bsin#+Csiny+Dsinö+ Esines 
I Zu Acos@ +Bcos?t+CGcosy+Dcosöt+t Ecosı 


4 
Zugleich laͤßt ſich aus der Formel tgp = * auch un⸗ 


mittelbar erkennen, in welchem Quadranfen bie Mittelkraft I 
liegen muß. Iſt nämlich ſowohl x’ ald x’ poſitiv, fo liegt 
X im erſten Quadranten, alfo zwifchen mN’ und mM, Iſt 
x’ negativ und x’ pofitio, fo muß X im zweiten Duabranten 
zwifchen mM’ und mAT‘ liegen. Wenn x’ und aud) x ne 
gativ ift, fo liegt X im dritten Quabranten zroifchen mM 
und mN“, und X liegt endlich im vierten Quabranten zwiſchen 
mN’ und mN‘, wenn x’ negativ und x’ pofitiv ift. 
Uebrigens verfteht es fich von felbft, bag, wenn in einem 
befondern Falle x = 0 gefunden wird, X mit der Linie MN 
zufammenfallen muß, und zwar in ber Richtung mM’, wem 
x’ poſitiv ift, und in der Richtung mN”, wenn x’ einen ne 
gativen Werth hat. Eben fo liegt X in ber Linie M’/N’, wenn 
x’ = 0 fich ergiebt: und ift zu gleicher Zeit x’ = O0 und 
auch x” = 0, fo ift X ebenfalld = 0, es find nämlich alds 
dann bie gegebenen Kräfte unter fich im Gleichgewicht. 
Beiſpiel. E& it A = 75,4; B= 26,3; C= 85,5; 
D = 54/2; E = 12,7 und F = 56,5. Die Winkel, welche 
bie Richtungen biefer Kräfte, nach berfelben Seite herum ges 
nommen, mit mN’ bilden, find « = 53°24°; $ = 1039125 | 
y = 165%274; dom 201°40°; & = 253°20° und = 304915. | 
Dieſe 


| 
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Diefe Kräfte wirken alle in berfelben Ebene auf einen Punkt 
m; es foll bie allen zuſammen äquipollente Mittelkraft ihrer 
Eröge und Lage nach beſtimmt werben. 
. IIn den trigonoimetrifchen Tafeln findet man 
sine = sin 53° 24 = + 0,8028175; cos = + 0,5962249 
tin ß = sin 76° 48'= + 0,9735789; cos = — 0,2253509 
Any = sin 14° 335’ = + 0,2512248; cosy = — 0,9679288 
aim ö = sin 21° 40’= — 0,36920615 cosd = — 0,9293475 
ns = sin 13° 20/ = — 0,9579895; cose =— 0,2868032 
&in y = sin 55° 457 = — 0,82658975 cosy = -+ 0,5628049 
Hiernach iſt nun auf vier Decimalftellen genau 
A sin a = -+ 60,5324 
Beinß = + 25,6051 





Csny =+ 214787 - 
Deind = — 20,0110 
Emı = — 12,1665 
F sin y = — 71,5000 


Es iſt alſo “= 107,6162 — 109,6775 = + 3,9387 
jener iſt A cos = + 44,8554 


Bcoß= — 6,0056 
Ccosy= — 82,7579 
Dcod = — 50,3706 
Ecoe = — 3,6424 


F cos y= -+ 48,6828 
folglich ii x/= -+ 93,5382 — 142,7765 = — 49,2383 
Hiernach ift nun (x)? = 2424,4102 
und (x”? = 15,5134 
alo X = 2439,9236 
und daher X = V2439,9236 = 49,39, 
x _ +3,9387 
Endlich iſt ig ꝙ = vv — 0,0799926 
ind man findet in den Tafeln, daß dieſe Tangente zu einem 
Dinkel von 403425“ gehört. Weil nun aber x’ poſitiv 
mb x’ negativ ift, fo muß X zwifchen mM“ und mM‘, alfo 
m zweiten Quabranten liegen, und es ift daher 
p = 175° 25° 35% 
IL 5 





» 
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Zufaß. Die beiden Gleichungen 
.!=AcosoeatBcosfpßrCcosy... 
mdbs’=Asina+Bsin ß+Csiny... 
geben für den Fall, baß bie Kräfte A, B, C... unter fich 
im Gleichgewichte find, x = 0 und auch x” = 0. Für dad 
Gleichgewicht mehrerer auf einen Punkt in einer Ebene wir 
fenden Kräfte werben alfo bie Bedingungen für bad Gleiche 
gewicht durch die beiden Gleichungen ausgedrückt 
Asine+Bsnf+Csny..=0 
nnd A cos æ tBcosoP+Ccoy..=0 

Dieſes fuͤhrt nun zu der Aufgabe: 

Wie laſſen ſich aus dieſen beiden Gleichungen die be⸗ 
kannten Gleichungen fuͤr drei im Gleichgewicht ſtehende Kraͤfte 
A, Bund C, Fig. 15, ableiten? 

Um diefe Aufgabe zu löfen, nehme man an, ed falle bie 
Are mit C zufammen, fo wird „7 = 0, und bei ber, Fig. 15, 
angenommenen Bezeichnung iſt nun «= b und f = 360° —a; 
baher siny= 0, cos y = 1, sin ß=— sina und cos 
= cos a. Die obigen Gleichungen werben alfo hierdurch 

Asnb—Bsin a= 0 
und Acob+BcsatC=0. 


Aus der erſten Gleichung folgt B= A sin b 


sur a 
und daher wird bie zweite Gleichung 
Acosb + A cos a sin b sin_b +C=0; 
sın a 
namlich es ift 
Asin(a+b)+Csina=0 
und well c=360°— (a+b), fo iſt sin(ca+b)=— sing, 
alfo iſt auh A sin c=C sin a. Die beiten Gleichungen 
für drei im Gleichgewicht ftehende Kräfte find mithin 
Asnb=Bsinaund Asinc=C sina, 
folglich tA:B:C = sina:: sinb:: sin c, wie & 
fein muß, | | | 


Eher Mofa: Me 
X:C:D=-sny+d):iny:sind 
und D: A: Bunt: ——— 
iR dp ——— —J—— 

J — — — 
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. S $ 41. 
. Kursaben du den anf einen Duntt "wirkenden Ki 2 
- deren Kichtungen nidt in einer Ebene lieg@. in 
Aufgabe 1. Auf einen Punkt'm, ki 
Arafie ma =A,mb=B,me=C, beren Beichtinges 
nicht in einer Ebene liegen; man ſoll die Größe und Lage. det 
ihnen Aquipollenten Mittelkraft mx = X angeben. . 
Auflöfung. Bollendet man dad durch amb befinde" 
Porollelogramm ambz, fo ift die Diagonale mz = Z bei 
Kräften A und B äquipollent, und wirb das durch znc beflimmie- 
Parallelogramm zmex entworfen, fo ift die Diagonale mx =X 
* äquipollent Z und C und daher au A, B und C. Nu 
if aber mıx = X bie Diagonale des Parallelepipebon, beffen 
Größe und Form durch bie drei Linien ma, mb und me und 
durch bie von benfelben eingefchloffenen Winfel amb, amc und 
bme beſtimmt ift: folglich laßt ſich burch biefes Parallelepipeden 
die geſuchte Mittelkraft ihrer Größe und Rage nach finden. 
Am einfachften ergiebt fich der Werth von X indem Falle, wenn 
bie Linien ma, mb unb mc normal aufeinander ſtehen, alfo L amb 
=_L amc = L bmc = 90° ift; benn bei diefer Borausfegung iſt 
2Z=-A#+BR”wY=-2+C 
unb daher auch X? = A? + Bi + C2. 
& if do X= V(A! + BI +9 
Zerner ift bei diefer Vorausſetzung, wenn man Lxmame 5 
Lamb = x“ und Lxmc = x” feßt, 
X:A=1:cosı alfo cos x⸗ 2 


X:ıB=4:cos“ » ar=! 


umbX:C=1:cosı“ » cost C 
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und ed ift daher auch . | 

cos’x’’/ = — cos(x” — Ncos(x” + x’) 
woburch alfo beſtimmt ift, wie ber britte Winkel x’ von ben 
beiden übrigen x’ und x’ abhängt. 

Aufgabe 4. Es wirken mehrere Kräfte A, B, C, D. 
E..., beren Richtungen in verfchiedenen Ebenen liegen, auf eir . 
sen Punktm; es foll die Größe und Richtung der durch die 
felden beſtimmten Mittelkraft X angegeben werden. ,. 

Aufldfung. Zieht man bie drei Uren ma, mb, me 
normal gegeneinander , feßt die Neigungswinkel, welche bie 
Richtung ber Kraft A mit dieſen Axen bildet, =e’, «", a 
und die Geitenkräfte, in welche A auf dieſe Axen zerlegt wer⸗ 
den kann, = a’, a’, a“, fo iſt nach Auſgabe 2. 

a’ = Acosa’; a! = Acosa” und a! — Acosafl!, 

Eben fo ift, wenn B mit den drei Aren die Neigunges 
winkel 9, 9, 8 bildet, und bie Seitenkraͤfte, in Toelche B 
auf biefe drei Axen zerlegt werden kann, mit b/, b, b“ bu 
zeichnet werben, 

b’ = Bcos!; b“ = Bcosf und b’” = Becos . 
Auf gleiche Weife erhält man, wenn man eine ähnliche Bezeichnung 
einführt, für Die Seitenkräfte, in welche C zerlegt werben Tann, 

ce’ = Ccosy/; c” = Ccosy” und ce” = Ccosy. 
Tür D wird erhalten 

d’ = Decosd; d“ = Decosö” und d’“ = Dcosd’ 

u. ſ. w., uf w. 

Hiernach iſt die algebraiſche Summe x’ aller Seitenktraͤfte, 
welche in der Axe ma liegen, 
x=a/+b/+c+d..=Acosa’+B cosß'+Ccosy’+D cosd’... 
Die algebraifche Summe x’ der Seitenfräfte in der Are mb if 
x =a4+b 40444. .=Acose+Bcos4+Ccosy+Dcosd. 
unb bie algebraifche. Summe x” der Kräfte in der Are me ifl 
xl =alliyhiurclurguu,, =Acosalll+Bcosß!!!+Ccos yl+Dcosöl. 

Alle diefe Kräfte find zufammengenommen ben gegebenen 
A,B, C, D... dquipolient. 

Nun entfteht aber aus ben drei normal gegeneinander 
iwirfenden Kräften x‘, x“ und x’ eine Mittelfraft X, deren 
Größe durch die Gleichung ausgedruͤckt wird | 

Xx2 (x’)? + (x’')? 4 (x)? 
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ſolglich iſt hierdurch auch ber Werth der den gegebenen Kraͤſ—⸗ 
ten A, B, C, D... dquipollenten Mittelkraft X beftinmt: 
nämlich es ift | 
X VIRN + (x + (Ku) = 
V(Acos@’+Bcosf+Ccosy‘...)’-HAcose’+Bcos#’4+Ccosy...)? 
+(Acosa’+B cos” +-C cosy’“...)?] 
Auch die Richtung der Mittelfraft X ift beſtimmt: fegt man 
nämlich den Neigungswinkel derfelben gegen bie Are ma=ıy, 
gegen mb = 9” und gegen mc = g°”, fo ift 
x x’/ x’ 
copy = —; cosp” = Y und cosy‘ = % 
wo nun bloß für x‘, x’, x” und X die angegebenen MWerthe 
geſetzt zu werben brauchen. 

Uebrigens geht aus ber vorigen Aufgabe hervor, daß in allen 
Faͤllen der Neigungswinkel gegen bie britte Are durch die ges 
gebenen Neigungswinkel gegen bie beiden übrigen Aren be⸗ 
ſtimmt iſt. Hiernach iſt alfo 

a’! beſtimmt durch a’ und a” 

g“ » 5 

— * » „yon 70 u. ſ. w. 

x’! » » x’ » x’. . 
, Aufgabe 5. Es find mehrere auf einen Punkt m wire 

kende Kräfte, deren Richtungen in verfchiedenen Ebenen lie: 

gen, unter. fich im Gleichgewicht; man foll die Bedingungs⸗ 
gleichungen für. baffelbe angeben. 

Aufldfung Werden die Bezeichnungen ber vorigen 
Aufgabe beibehalten, fo ift für die Kräfte A, B, C, D... 
die Summe ber Seitenfräfte für die drei Axen burch die Gleis 
chungen befimmt . 

z zaAcose +Bcos#® + Ccosy + Deosö‘... 
U wu Acosa” -+ Bcosf + Ccosy” + Dcosö”... 
x = Acosa’! + Bcosf-+ Ccosy‘ + Deosd’ ... 

Sollen nun bie Kräfte A, B, C, D... unter fi) im 
Gleichgewichte fein, fo muß bie algebraifche Summe ber Sei⸗ 
tenträfte für jede ber brei Aren befonderd = O werden; es 
muß alfo x’ = 0, 1’ = 0 und x“ = 0 fein, und baher 
find die Bedingungsgleichungen für dad Gleichgewicht 


0 
m. 1 
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Acosa' + Bcos« + Ccosy + Deosd... = 0 

Acosa” + Bcosf + Ccosy” + Deosö”... = O 
und A cos + Bcosf’ + Ccosy‘“ + Dcosö’... = O 
Diefe Gleichungen erhalten indeffen nur alddann Bedeutung, 
wenn A Kräfte wenigftend vorkommen, weil unter weniger als 
4 Kräften, die in verfchiedenen Ebenen wirken, überhaupt Fein 
Gleichgewicht möglich ifl. 

Nimmt man die Richtung der einen Kraft A felbft ald 
die erfte Are an, fo wird « = 0, a = 90° und «= 90%, 
alfo .cosa' = 1, cos = cosa” = 0, und die Gleichun⸗ 
gen erhalten alsdann bie etwas einfachere Form 

A + Bcos#® + Ccosy + Dcosö.. = 0 

B cos + Ccosy” + Dcosd”“... = 0 
Bcos + Ccosy‘” + Dcosö’”... = 0 

Zufag. So oft von n Kräften, die im Gleichgewichte 
fein follen, u — 1 und ihre Neigungswinkel gegeben find, 
Fann die nte Kraft und ihre Neigungswinkel gefunden werben. 
Iſt 3.3. D diente Kraft, fo find D, 6, 0, 5 die unbelanns 
ten Größen; es ift aber & Durch 0’ und 0 beftimmt, und 
baher fommen auch nur drei unbefannte Größen vor, bie durch 
die 3 Gleichungen gefunden werden müffen. 

Aufgabe 6. Mehrere auf einen Punkt wirkende Kräfte, 
beren Richtungen in verfchiedenen Ebenen liegen, und ihre 
Neigungswinkel gegen drei normal aufeinander ftehende Aren 
find gegeben; es foll die Lage ber Durch biefelben erzeugten Mit⸗ 
telkraft näher beflimmt werden. Da naͤmlich durch die Uren, 
Fig. 18., wenn man fie rüdmärtd verlängert, der ganze Raum 
um den Punkt m in 8 Felder getheilt wird, fo foll das Feld 
beftimmt werden, in welchem bie Kraft X liegen muß. 

Auflöfung. Bezeichnet man, wie bereitö in ben ſtereo⸗ 
metrifchen Uebungen (Seite 563) gefchehen ift, die S Felder mit 
den Zahlen 1 bis 8, fo daß gefegt wird 


= 


das Feld ambc = 1 am(b)(c) = 5 
amb(c) = 2 (a)mb(c) = 6 
am(b)ce = 3 (a)m(b)ce = 7 
(a)mbe = 4 (a)m(b)(c) = 8 


fo läßt fich aus den Zeichen ber drei Seitenkräfte x‘, x und 
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nommen zu werben braucht, weil das Felb, in welchem X lie⸗ 

gen muß, bereitö beſtimmt ift, und es find baher die Winkel 

4," und gl alle drei Kleiner ald 90° zu nehmen. Dae 

ber findet man 

= 73° 165 9 = 81° 19° und p“ = 15° 51° 

Anmerkung. Sol die Kraft X’ angegeben werden, welche mit deu 

4 Kräften A, B, C und D im Gleichgewicht ift, fo wird der 

Größe nach X = X, aber bie Lage iſt entgegengeiekt. Da nun 

x in dem britten Selbe liegt, in welchem x’ und x’ pojitiv, 

aber x” negativ üft, fo muß X’ in dem Selde liegen, im melchein 

umgekehrt x” pofitiv if, x’ und x’ aber negativ; Daher liegt 

X’ in dem ‚Selde No. 6. Die Steigungsminfel von X’ gegen die 

drei Aren aber find die Scheitelmintel von den gefundenen, 

und fie haben daher ebenfalls die filr 4, 2 und p“ ermittelten 
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Die Momente und das Grineip der virtuellen Geſchwin— 
digkeit betreffende Aufgaben und Webungen. 


Wirken mehrere Kräfte A, B, C auf einen Punkt m. 
Fig. 19., und man fällt von irgend einem Punkte x eine Nor⸗ 
male za = a auf die Richtung einer Kraft mMA=A, fo wird 
bad Produkt ax A, alfo das Produkt der Kraft A und des 
Abſtandes ded Punktes x von. ihrer Richtung, das. Montent 
biefer Kraft in Beziehung auf den Punkt x genannt. Eben 
fo ift, wenn bie Normale von x auf mB=B, al ıb = 
gefegt wird, bx B dad Moment von B. Die Linie xm ift 
durch die Lage von "x beflimmt, und es find in Bezie⸗ 
bung auf diefe Linie, als gemeinfchaftlichen Schenkel aller Win⸗ 
tel, welche die Richtungen der verfchievenen auf mı wirkenden 
Kräfte mit derfelben bilden, die Winkel negativ, die eine ber 
angenommenen pofitiven Seite entgegengefeßte Rage haben. 
Werden alfo. die von xm rechts liegenden Winkel xmB und 
xımC als pofitio angenommen, fo ift ber Winkel xmA negas 
tiv. Da nun die Normale auf irgenb eine Kraft erhalten 
wird, wenn man mx mit dem Sinus bed Neigungsmwinteld 
biefer Kraft gegen mx multiplicirt, unb der Sinus eined nes 
gativen "Winkels, wobei die Winkel immer < 150° fein muͤſ⸗ 
fen, felbft negativ iſt: fo folgt, daß die zu einen negativen 


und es ift dieſer Weg poſitw, wenn er bie Richtung ber Kroft 
hat, und negativ, wenn er jn enfgegengefeßter Richtung liegt. 
Demnach ift hier für den Punkt x der Weg in paralleler Rice 
tung ſowohl für A als für B pofitio, für mC = C aber iſ 
derfelbe negativ. Auch dieſes läßt fich unmittelbar au 
Winkeln beurtheilen, welche mx mit ben Richtungen ber 
bildet. So ift : 

(ma)=(mz)coszmA; (mb)=({ms)coszmB; 

amd ed if, wenn bie Winkel nach einer 9 

nommen werben, ımB ein Winkel im 

zmA im vierten Quabranten und xmC im 

bie Coſinus der beiden erflen pofitio und ber bes letzten if 
negativ. Wird ma = (a) mit der dazu gehörigen Kraft 
multiplieirt, fo wird (a)A bad Produkt ber Kraft ini 
sem Wege nach paralleler Richtung in Beziehung 
auf x genannt. 

WUufgabe 1. Die auf ben Punkt m, Fig. 19., in einer 
Ebene wirkenden brei Kräfte mA=A, mB=B und mC=C 
find im Gleichgewicht; es fol bie Summe ber Momente dies 
fer Kräfte in Beziehung auf einen beliebig angenommenen, in 

Ebene liegenden Punkt x angegeben werben. 

Auflöfung Gra=a,ıb=brı=c unbe 

Gumme der Momente = S, ES=— aA + bB cl, 





C - 
ii 
. 
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Aus 4. folgt 2la)A = (xm)? — (zA)? + Ar 
» 2.» 2(b)B = (sm)? — (Bj? + B®. 
» 3... AK0)C =— (am)? F+ (mi. OR 
Merben biefe drei Gleichungen abbirt, fo erhält man  _ 
2T = [(xm)? + (z0)?] »[xA)? + BP] +? +BP — c 

- Da fi) nun, wenn man in dem Parallelogramm AmBn 
die zweite Diagonale AB = D. zieht, mu und AB in g hab 
Biren, fo ift - 

in dem Dreie® mxn, [(xm)? + an]: = ng? + 2(ug) 
”.  AsBım [At + GB] = anti 
folglich iſt auch 
2T = 2(mg)? — 2(Ag)? + A!+ B_ 
und AT = Alma)? — A(Ag)? + 2A? + 2B? — 20° 
und weil A(mg)? = (mn)? = C? und 4(Ag)? = (AB) D 

fo wird 4T = C? — D? + 2A? + 2B? — 202 

nämlich es iſt 4T = 2A? + 2B? — (C? + D?) 

Sn jedem Parallelogramm ift aber die Samme kn 
Quabrate ber beiden Diagonalen fo groß, ald die Summe de 
Quadrate der 4 Seiten, alfo 

C + D? = 2A? + 2B? 
folglich it AT = 0 und baher auh T = 0. 

Hieraus folgt alfo: wenn Drei Kräfte im Gleichge 
wicht ſind, und man multiplicirt jede derſelben mit 
dem parallel zu ihrer Richtung in Beziehung auf 
“einen Punktx zuruckgelegten Weg, fo iſt bie Summe 
dDiefer Produfte = 0. 

Aufldöfung 2. Setzt man, Fig. 20., m =.m, ben 
Winkel, den diefe Linie mit C bildet, = @, und bie Winkd 
welche A und B mit der ruͤckwaͤrts verlängerten Kraft C 
machen, = und a, fo it Zımb = 180 — (pt oo) und 
Lıma =p— P. 68 ift alfo hier 
ma=(a)= mcos(p—P) negativ, alfo —F 
mb=(b)=—nm cos(p-+e)pofitiü, » (b)}B=—mBcos(p+o) 
mce=(c)= mcosp pofitiv, « ()C=+mÜcosp 
Die: gefuchte Summe ber Probufte T ift alfo 
T=— mAco(p — f) — mBcos(p + a) "+ mCcosy 

Weil aber A, B und C im Gleichgewichte fein follen, 
fo iſt 
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weil aber A sin a == (ma’) = a’; B sin A = (mb) =b.x_ 
fo ift auch | 


S= m (a + bb" — c!— dr eN) 
wo c’ und d’ negativ genommen werben müffen, weil bir 
Winkel y und d > 180° find. 
Nun iftaber, nach F. 15., a + b’— ed’ +e". = (mı)=r" 
folglich ift Die gefuchte Summe ber Momente 
S = m-.x” 

Sieht man bie Normale von x auf A, fo iſt das Stuͤc, 
welches von m aus auf der Richtung der Kraft A abgefchnit 
ten wird, = (a) = m cos «@ und daher dad Produkt dieſes 
Stüdes in ber Kraft A = (a) A = mA cos a. Eben fo 
it (b) B=mB cos 4; (c) C = mC cos yx, und daher 
bie algebraifche Summe diefer Probufte 
T=m[Acosa + Bcos®-+C cosy +D.cos ö+E cose...] 
Es ift aber A cos «= (ma’) = a; Bcos f = (mb‘) = b’x, 
folglich if, wenn man zugleich auf das Zeichen Ruͤckſicht nimmt, 

T- m [++ —d— €]. 
Da nun, nah 15, +bre—d — ed= (mx) -r, 
pftT=m:x 
Es find ſonach Sem nd T=m-vr 
die geſuchten Probufte. 

Zufaß. Sind nun bie Sräfte AB, C, D, E... unter 
fih im Gleichgewicht, it = 0 und ud x’ = 0; d 
ift alfo in Biefem Falle S — 0m T= 0 

Stehen alfo mehrere Kräfte, deren Richtungen in eine 
Ebene liegen, unter ſich im Gleichgewicht, fo ift ſowohl bie 
Summe ihrer Momente, ald auch die Summe ber ‘Probute, 
welche erhalten werben, wenn man jebe Kraft mit ihrem Wege 
in paralleler Richtung in Beziehung auf irgend einen Punkt 
multiplicitt, = 0. 

Aufgabe 4. Auf einen Punkt m wirken mehrere Kräfte, 
deren Richtungen in verfchiebenen Ebenen liegen; ed foll bie 
Summe ber Probufte beſtimmt werben, welche man erhält, 
wenn jebe Kraft mit ihrem Wege in parallele Richtung in 
Beziehung auf dieſen Punkt multiplicirt wird. 

Aufldfung. ft n, Fig. 18., der gegebene Punkt, fo 
lege man burch m die brei Uren a (a), b (b), c (c) normal 

aufs 
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. 19. . 
Vemerkungen nnd Debunsen. 4 
1. Das Parallelogramm ber Kräfte it für die 
lichen mechanifchen Wiſſenſchaften von ber :geöfn R 
Beit, da mittelft deifelßen bad Mefultat-bex vereinten 
utehrerer Kräfte anf eine einfache Weife erklaͤrt, und zengelcit 
jebe Kraft in mehrere andre zerlegt werden Tann. Die Kies 
rie dieſes Gates bildet daher die Grundlage für die gange 
Statif, und bie Begründung berfelben iſt vop den Mathenes 


gen für die ganze Statik angefehen werden muͤſſen. — Ulf: 
a. Die ſaͤmmtlichen Geſetze des Gleichgewichts beruhes 
wie auch Lagrange in feiner analytiſchen Mechanik annlumdy; 
auf diei Sägen; nämlich: auf dem des Gleichgewichts bei dem 
Hebel, auf dem ber Zufammenfegung ber Bewegung (dad 
rallelogramm der Kräfte) und auf bem Beſtreben nach 
ſchwindigkeit, welches das Princip der virtuellen Gef 
keit if. Jeder diefer drei Saͤtze kann ald Grundlage 
werben, unb es laffen ſich dann bie beiden übrigen aus 
felben ableiten. In dem Vorhergehenden ift bereits Bi 
lich nachgewieſen, wie das Parallelogramm der Kräfte 
das Princip ber virtwellen Gefchwindigkeit von einander 
bängen, und in bem folgenden Abfchnitte wird nun auch 
zeigt werben, wie Hiervon die Gefeße bed Gleichgewichts 
dem Hebel fich ableiten Iaffen, und in wie fern es 
ift, umgefehrt aus biefen jene herzuleiten. 
b. Den Sag von dem Parallelogramm ber Kräfte hab 
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und ed ift daher PG ber Ausdruck für bie verhaͤltnißmaͤßige 
Wirkung einer Kraft, in fo fern burch biefelbe eine wirkliche 
Bewegung erfolgt. Findet aber ein bloßed Beſtreben zur Be⸗ 
wegung ftatt, find alfo bie Kräfte im Gleichgewicht, fo kann 
PG noch immer beibehalten werben, wenn P die Kraft be 
deutet und G Bas Beftreben zur Geſchwindigkeit. Es ift- aber 
hier G Feine beflimmte Größe, fondern hat nur einen: 16 
lativen Werth in Verhaͤltniß zu ben Beflrebungen der . br 
gen bei bem Gleichgewichte vorkommenden Kräfte Nimmt 
man nun einen beliebigen Punkt x, Fig. 19., an, und fällt 
auf die Richtungen ber im Gleichgewicht flehenben ‚Kräfte bie 
Normalen xa, ıb, xc, fo find hier unbedingt, in Beziehung auf 
ben Punkt x, die von m aus auf ben Richtungen ber Kraͤfte 
abgefchnittenen Stüde ma = (a), mb. = (b) und mc = (_e), 
wo biefe leßtere Größe negativ iſt, bie zuſammengehoͤrigen 
Werthe von G für die Kräfte A, BC; die Summe be 
Wirkungen dieſer drei Kräfte. wirb daher ausgedrückt durch 
A (a) B (b) + C (ec). Da aber bei dem Gleichgewichte 
bie Wirfungen fich gegenfeitig vernichten, fo muß auch biefe 

Sunme, wenn Gleichgewicht flattfinden fol, = 0 fein, und 
biefes iſt das Princip der virtuellen Gefchwinbigfeit, aus weh 
chem, wie bereitd gezeigt worben iſt, die Theorie des Parallel 
gramm ber Kräfte abgeleitet werben Tann, fo daß man 
alfo von biefem Principe eben ſowohl, ald von dem Paralle 
Iogramm ber Kräfte in der Statif ausgehen Fann. » 

3. Werden drei im Gleichgewicht flehende Kräfte mit 
A, B, C bezeichnet und die ihnen gegenüberliegenden Winkel, 
wie Fig. 15. zeigt, mit a, b, c, fo findet man für beftimmte 
Werthe von drei biefer Größen für bie übrigen in ben bie 
angegebenen Fällen folgende Refultate: 

a. Begeben A=85 Pf; B= 65 Pf; Lc = 69° 20. 
Hieraus wird gefunden C = 123,895 a = 140° 37 544; 
b = 151° 36° 6%, 

P.. Gegeben A= 43Pf. B=65 Pf; C= P. 
Hieraus findet man a = 142° 52° 45”; b = 1149 49° 540, 
c = 102° 7° 21%, 

y. Gegeben a= 108%; b= 142°; c = 110°, 
Hieraus findet man A:B:C = 951 :616 : 940. 
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Anfgabeı 
und I 


gm. 
Erklärungen. 
- 4. Jede fefte mbiegfame Kine, bie im einnen 
fo unterfiägt IR; daß fie fih frei um :beufeiben — 
wird din Hebel genannt, und: ber. Punkt, ‚dein re BR 
ſich frei dreht, iſt der Unterfiägungspunft iöder 
punkt deffelden. Die Punkte bed Hebels, an wine 
wirken, nennt: man bie Angriffspunkte. 
2. Kräfte am Hebel find einander enfgegengefegt, wenn 
fie benfelben nach entgegengefegten Richtungen um bei Un 
terfiügungspunft zu drehen fich beſtreben; wenn ihre Wie 
kungen auf den Hebel fich gegenfeitig aufheben, fo dech 
feine Drehung deffelben erfolgen fann, ſo ſind die Kräfte in 
. Gleichgewicht. 
3 Iſt g ber Unterftägungspunft ves cebels eb, % 
21., und es find auf entgegengefeten Seiten von g ana 
und b bie Kräfte A und B angebracht, bie beide nach 
wirken, fo find biefe Kräfte einander entgegengeſetzt, weil durch I 
eine A ein Sinken des Punktes a bewirkt wird, womit 
wendig ein Steigen des Punkte b verbunden iſt, 
durch B der Punkt b finft und a fleigt. Sollen aber 
dem in g unterfläßten Hebel zwei Kräfte entgegengefeht 
die wie A und C an Punkten a und c angebracht 
welche beide auf derfelben Seite von g liegen, fo muß, 
bie eine in der Richtung aA nach unten wirkt, bie anbete. 
der Richtung cC nach oben wirkend angebracht werben. 
unterfcpeibet die Hebel gewöhnlich — nach ben beiden hier 
gebenen verfchiebenen Arten, wie zwei Kräfte an 
enfgegengefeßt fein Können — in zwei Gattungen und nen 
diejenigen, bei welchen der Untertägungspunft g zwiſchen de 
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Angriffspunften beider Kräfte liegt, boppelarmig, während 
die Hebel, wo beide Kräfte auf einer und derfelben Seite von 
5 liegen, einarmig genannt werden. Weberhaupt verficht 
ey Man unter einem Arme des Hebels ben Theil beffelben, 
weicher auf einer Seite bed Ruhepunktes liegt. 
} 4. Sieht man einen Hebel bloß ald eine mathematifche 
binie ohne Schwere an, nimmt man alfo bei Betrachtung 
[| beffelben auf fein Gewicht Feine Ruͤckſicht, fo wird er ein 
mathematiſcher Hebel genannt: dagegen nennt man ihn 
einen phyfifchen Hebel, wenn bei demſelben auch fein Ge: 
wicht beachtet wirb. 

5. Liegen bie Angrifföpunfte ber Kräfte bei einem He⸗ 
bei wit bem Unterſtuͤtzungspunkte in einer geraden Linie, ‚fo 
wird er.gerablinig genannt, und man nennt ihn einen ges 
brochenen Hebel, wenn dieſes nicht der Fall if. Doch 
wirb Bierbei Immer, wenn nicht dad Gegentheil ausdrücklich 
bemerkt wird, vorauögefeßt,- daß die Angriffspunfte mit dem 
Unterſtuͤtzungspunkte in berfelben Ebene liegen, und baß auch 
die Richtungen ber an bem Hebel wükenden Kräfte in der⸗ 


felben Ebene fich befinden. 


$& 21. 
aufgabe. 

Yin dem gerablinigen, in h unterflüßten Hebel ab, Fig. 
22., find bie beiden an a und b normal gegen den Hebel 
wirfenden Kräfte A und B im Gleichgewicht; ed fell anges 
geben werben, wie beibe Kräfte zu einander fich verhalten, 
und welchen Druck ber Unterſtuͤtzungspunkt h erleidet. 

Aufldfung. Dean befchreibe über ab, ald ben Abſtand 
ber Angrifföpunfte beider Kräfte von einander, einen Halb⸗ 
kreis, errichte in h die Normale, welche benfelben in X fchnei- 
bet, und ziehe von X an a unb b bie Linien Xa, Xb; nehnte 
nun auf Xh bie Xx = X von belichiger Größe, vollende dad 
Rechte? Xyxz, mache die Verlängerung ay’ = Xy und bz’ 
= Xr unb entiwerfe die hierdurch beflimmten Rechtede aAy’« 
und bBe‘, po it 

bad Dreied aay’ ähnlich dem Dreicd xXy 
unb 2 bPz’ 2 » xzX, 


X Aquipollent ben Kräften yo ymbXz oz . 
folglich find y und z ebenfalls mit X’ im Gleichgewicht. - 
Zerner iſt y = ay’ dquipollent ax = = und aA = A 

und 2 = br‘ « bB=A»bBeB: 

alfo müffen auch die vier Kräfte a, 4, A und B.mit X if 
Gleichgewichte fein. Nun ift aber « = A und beide wirken 
nad) entgegengefegten Richtungen, fie find alfo unter ſich 
im Gleichgewicht: folglich find auch, wenn man = und A 
wegläßt, A und B noch immer mit X’ im Gleichgewicht 
Das Verhaͤltniß der beiden Kräfte A und B, welche bei bem 
in h unterftägten Hebel im Gteichgewichte feih follen, ifk-adfe 
durch bie Linien aA =.A und bB = B beftimmt, und di 
Kraft X’ = xX giebt die Groͤße des Drudes, welchen h erleibeiis 
Nun ift bad Dreieck aAy’ Ähnlich dem Dreicd Xha 
ud =» bi» = X 4 
folglich it yA : Aa ah: hX 1 

und zB : Bb =. bh : hX, ö 


nämlich es iſt 
a:A=ah:hX 4 
ud $:B=bh:hX . i 
Da nun @ = ß, fo folgt aus ben beiben Proportionen 
A:B=bh:ah 


Die beiden am Hebel im Gleichgewicht ſtehenden, norma 
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gegen ben Hebel wirkenden Kräfte A und B verhalten fich alfo 
iu einander umgekehrt wie die Hebelarme bh und ah, an wel: 
en fie wirken. 

Die Größe bed Druckes X — Xx, welchen h erleidet, 

list ſich auf folgende Art beflimmen: Es iſt 
X’ == (Ay)? * (yz)? — y® +73 
y’ zu (ay)’ == A? + @* und 22 = (bz/)? = B? + 9 
folglich iſt auch X = A+Bi rd + 
und weil a == /, fo ift 
X? == A! rr B’rr 208 
Rum iſt aber aa:ay’ = bB:Br‘ 
nämlih @: A u B: 4 
und baßer aß == AB, folglich IR auch 
XmA+-B’+2ABo= (A B 
unb hiernach X = A Fr B 

Der Drud, welchen h erleibet, ift alfo ber Summe ber 
beiben Kräfte A und B gleich. 

Sollen alfo bei einem .boppelarmigen ‚Hebel 
zwei in normaler Richtung gegen benfelben mwirs 
kende Kräfte im Sleichgewichte fein, fo müffen dieſe 
fich umgekehrt zu einander verhalten, wie bie He 
belasme, und ber Rubepunkt’ erleidet in biefem Falle 
einen Drud parallel zu ber Richtung ber Kräfte, 
welcher der Summe beider Kräfte gleich ift. 

| $. 22. 
Aufgaben und Uebungen. 

Aufgabe 1. An einem Hebel ab, Fig. 21., wirken nor: 
mal bie beiden Kräfte A und B; es foll die Größe und Lage 
einer britten Kraft C gefunden werben, welche mit A und B 
im Gleichgewicht ift, fo daß C zugleich die Stelle des Un⸗ 
terſtuͤtzungspunktes vertritt. 

Aufldfung Es fei c ber Punkt, in welchem ber He⸗ 
bei unterfläßt werben müßte, wenn A und B unter fich im 
Gleichgewichte fein ſollten; man fege ab = m und ac = z, 
fo ft bb= m — x, und e8 muß nun fein 

| A:B = (bo) : (ac) 
‚dpA:cB=m—x:xz 
ſolgich ArB:B=m:x 


gegengefeßten 
punkt, der Hebel alfo —2 es — 
‘© 


angegeben werden. 
- Aufldfung. Wenn bie drei — 
Gleichgewichte find, fo verhindert A: bloß - das Steigen bel 
Yuntted a, und da dieſes auch alsdaun verhindert wird, wen 
man a befefligt, alfo ald Drehungspunkt annimmt, fo fol 
daß bei dem einarmigen Hebel bie Kräffe: C und B ihm 
Groͤße und Rage nach diefelben fein müffen, ald wenn fie ml 
einer dritten Kraft A im Oleihgenicte wire, u a 4 
daher. noch immer . 
- - A:Bebesac.: u 
und baßer A HB : Be=ah:ae 
und weil A+B= GC, fo falgt ... 
C:B=ab:ac 

Kräfte, die am einarmigen Hebel im Gleichgewichte find, 
verhalten ſich alfo ebenfalls zu einander umgekehrt wie die g 
belarme, an welchen ſie wirken. 

Da ſtatt des Unterſtuͤtzungspunktes bei a, eine Kraft — 
= C—B in ber Richtung aA angebracht werben koͤnnl 
fo folgt, daß C—B ber Druck ift, welchen der Unterftädgungd 
punkt a in der Richtung Aa erleidet. 

Aufgabe 3. Es follen die Bebingungögleichungen fh 
drei, normal am Hebel angebrachte, im Gleichgericht fichenti 
Kräfte angegeben werben. B 

Auflöfung. Es feifür irgend einen i im Hebel ober deſſe 
Verlängerung angenommenen Punkt m, Fig. 21., ber Abflan 
des Angriffspunktes a der Kıoft A von Yemmfelben, alfo ma=ı 
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un aa one =: 
Bufag 1. JR De ia nd. er 
in c mit einer Luft = C_Befchwert, fo geben die 





er Cm Om rt 
wobei nur auf pofitive und negative Richtung ber Kraft Ride 
ficht genonumen werben muß. 

Auftabe 5. Mn einen grablinigen Hebel «Pf, Fig. 2, 
der in c unterftägt ift, wirken in a und b bie Kräfte aAmA 
und bB = B mmter beficbigen Neigungswinkeln maA = g 
und mbB'== 568 follen bie Bedingungen für bad Guick 
gericht biefer Kräfte angegeben werben, fo wie auch ber Deud; 
welchen ber Unterſtuͤtzungspunkt erleidet. 

Yuflöfung. Zerlegt man A und B in Geitenträfle 
normal,gegen ben Hebel und in ber Richtung beffelben, ol. 
aA=A in aA’ = A’ und aa = « und 
bB=eBinbB=-Bumbp=ß 
fo innen bie Seitenfräfte æ und 4 Feine Bewegung erzeugen- 
weil ber Punkt c bad Verruͤcken des Hebels Hindert, und a 
muͤſſen baber bie Theilkraͤfte A und B' für fich im Gleich 
geroichte fein; mithin muß die Proportion flatt finden 
(ca): (ch ⸗ * 
und, weil A’ = Asinp und B = Bsiny, 
(ca) : (cb) = Asinp : Bainy 
Die Kräfte mit den Sinus ihrer Neigungswinkel 
plicirt muͤſſen fich alfo umgefehrt verhalten wie die 
ihrer Angriffspunfte von dem Unterſtuͤtzungspunkte. x 
Der Unterftägungöpunft e erleidet einen Dud= a ft 
in der Richtung bed Hebels und A’-+ B’ normal gegen dep; 


f 
1 


{ 


9 
Dot ih 


: 2. Asia 4 biinß-# eCainy a 0: " 
“ib d. Acosa + Bbosß-r Coogy ⸗ ' 
Zuſotz 4. Dieſe Sielchungen haben auch für warme 
wirkende Kräfte Gültigkeit, mut daß In biefent Falle bie Deikie 
Sehuing wegfällt, Indem alsdann conc = canfl == can 
ok 

Zuſatz 2. Ent dat ya pn 
Gleichungen die Werte 7 


mit Späffe biefer 
berechnen. Es giebt ing ee Be 
— Ciny = Asina + Bein 
und die zwelle — Cainy = —— 
und durch Gleichſetzung beider erhaͤt man 
aAsine PB ein ⸗ 
Asin« F Bsinß 


wodurch der Angriffspunkt der dritten Kroft benimnit * a 





3 


nach Gleichung 1) — Csiny = Asine + Bsinß | 
und 3) — Ccosy = Acosa + Beosß 
ſo ethaͤlt man hieraus durch Divifion 4 
— Asina + Bein 
7 = Kon + Bcosß - 
für die Richtung ber dritten Kraft, und fee man zur 
Brzung “ 
= ji 
fo ift nun auch leicht anzugeben, in welchem Quabranten b 
Werth von y- genommen werben muß.. Iſt nämlich 
x’ = Asin« + Dein 4 und andy x” = Acosa + B 
pofitiv, fo muß 7 < 90° genommen werben. 
Iſt x’ pofitio und x negativ, fowird „> 90° und <A! 
te x megatio » x negativ, » y>180% und & 
» x’ negafio » 'x pofito, >» y>270° und < 
Der Werth von.C endlich if durch die Gleichung 
finmt 
— Csiny = Aslaa + Beinß = x’ 


9% 


‚LER = 10° — (et a) 
fo & = b’ + 180° —e' — Laca 
B and Zaca = 180° — -(d+ao) Y 
folglich iſt auch ö 
Pay rw et —— 
närhlich es iſt 
——— ei . 


5. 23. 

‚Die Theorie des Hebeis, betreffende Pr 4 De 

Die Unterſuchung über Bi: here der — ta 
den beiden Saͤtzen: — BR 

4 Die algebreifche Eamme der deei aate wäe 
einem Hebel normal wirkend im Gleichgewichte find, IR m, 
amd es kann jebe biefer Kräfte hiusmeggelaffen werden, man 
man ‚flatt- berfelben einen unverräcbaren Unterftügungtpell 
anbsingt, unb 

- 3% Ze zwei ber brei normal auf ben Hebel volrtenbeg 
Kräfte verhalten fich zu einander, wenn Gleichgewicht Mall 
findet, umgekehrt wie ihe Abſtand von bem ee 
der britten Kraft. 

Diefe beiden Säge, aus welchen. alle äbtigen, wie $. 
gefchehen ift, abgeleitet werben koͤnnen, find, 5. 21., mit 
ber Theorie bed. Parallelogramms ber Kräfte gefunden worden: 
ſoll hier nun unterfucht werden, in wie fern es möglich 
diefe beiden Säge unabhängig vom Parallelogramm zu 
und daraus umgelehrt bie Cheorie deſſelben abzuleiten. 

4. Iſt der Hebel, Sig. 26., in x unterſtaͤrt, 
die Arme xa unb xb, beffelben gleich groß, und finb, 
denfelben zwei gleich große normal wirkende Kräfte A 
angebracht, fo findet Gleichgewicht flatt, weil für das 
Beiber Angriffspunkte a und b gleiche Gruͤnde vorhanden - 
und · baher entweber ein Biegen, bed Hebels erfolgen, ober 
gewicht flatt finden muß. Der Unterfiägungspunkt. x 
det normal einen Drud = A +B = 24, und ed kann 
felbe daher weggelaffen werben, wenn man flatt beffen 








ſes Geſetz h — 
nach No. 3., fir n = 2 gi J 

5 Iſt nun, Big. 26., 6 der Unterfiägungepunft de 
Hebels gz.= k, ga = pk und. Z = pA, ſo iſt, für jede be⸗ 
Hiebige ganze Zahl =. p, Z und A. im Gleichgewicht... Eben 
fo ik für ge = k und gb’= gk, wenn X. qB ifl, auch 
X mit B im Öleichgewicht. Nimmt man, X- =; fo find 
dieſe beiden Kräfte unter ſich im Gleichgewicht: und. Körmen 
weggelaffen werben, folglich muß alsdann auch Gleichgewichte 
flatt finden zwiſchen A und B an ——— ® ge unbahe 
und es ift 

\ gaigb = pkigk= piq j 
Weil aber Z=pA, X= gqB und Z=KX, 3 folgt Pas 
unb daher auch 
B:A=p:gq B “n 


folglich iſt B : * = ga:gb 
Die am Hebel im Gleichgewicht fiehenben Kräfte B und jr 
er ſich alfo umgekehrt wie die Hebelarme, an welchew⸗ 
ſie wirken. 
6. Durch dieſe Säge iſt num die Theorie bed 

gang unabhängig begründet, und es ergeben fich hierand a 
die Sie, $.22., ald unmittelbare Folgerungen: demnach ik &ı 
die Richtigkeit Diefer Säge für ben gebrochenen Hebel nachgeivlefeum 


wie 
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Sollen alſo bie drei Kräfte A, Bund C im Gleichgewichte 
fein, fo muß die Proportion flatt finden 

A:B:C = sina:sinb:since 
ober für C = 180° — z, weil auh a = 150° — « um 
B = 180° — 4, 

A:B:C = sine: sm: siny 
und es find hiernach «, ß und ; bie drei Winfel eined Drei 
ecks, die den Seiten A, B und C gegennbesliegen. Hieraus 
folgt nun unmittelbar, daß C: die Größe ber Diagonale bed 
Parallelogrammd haben muß, in welchem A und B die Sci» 
ten find, und AmB = c der Winkel, und daß die Nichtung 
von C ber diefer Diagonale gerade ‚entgegengefegt fein muß. 


$. 24. 
Aufgaben von mehreren am Hebel wirkenden Kräften. 


Aufgabe 1. Es wirken zwei Kräfte A und B an bem 
Hebel, Fig. 24., unter den Neigungsminkeln maA = « umd 
mbB = f; es foll die Größe und Kage einer Kraft X ange: 
geben werben, die denfelben dquipollent ift, 

Auflöfung. Iſt die unter den Winkel > wirkende Kraft 
„C mit A und B im Gleichgewicht, fo muß biefelbe Kraft, in 
entgegengefeßter Richtung angebracht, den Kräften A und B 
äquipollent fein, und es ift daher X = C die Größe der ge 
fuchten Kraft, c der Ungriffspunft berfelben und y= 480° 
der Neigungswinkel ihrer Richtung. | 

Nun find für die brei im Gleichgewicht fichenden Kraͤfte 
A,B und C die Bedingungdgleichungen, nach $. 22. Aufgabe 6., 
vm=-a,mb=-bwdm=c, 

Asin« + Bsin? + Csiny = 0 
aAsina + bBsind + cCsiny = 0 
und Acos«e + Bcosß + Ccos; = 0 
ferner siny=sin(180°4+9)=— sing, c08Y=—cosy, und C=X; 
alfo ift, wenn X dquipollent fein fol A und B, die Größe 
und Lage von X burch bie drei Gleichungen beſtimmt 
Xsnp = Asin« + Bsin? 
cXsinp = aAsin« + bBsin 
und Xcosp = Acosa + Bcos? 
Aufgabe 2. Die Kräfte A, B, C, D, deren Richtuns 
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en in berfelben Ebene liegen, wirfen an einem Hebel, Fig. 28., 
Unfer den Neigungswinkeln &, f, 7, d; es foll die Größe 
and Lage einer ihnen Aquipollenten Kraft am Hebel angeges 
ben werben. 

Yuflöfung € fim=a, mnb=b, me =c. 
md = d; eine Kraft X’ dquipollent A und B wirfe unter 
einem Neigungswintel =’, und der Abſtand ihrer Angriffs⸗ 
puntte von m fei = x’; ferner fei X” dquipollent C und X’ 
der Lage nach beſtimmt durch ꝙ und x“, und bie Kraft X“, 
welche D und X” dquipollent fein foll, habe eine durch ꝙ“ 
und x” beflimmte Lage: fo iſt, nach Aufgabe 1., dic Größe 
und Lage beflimmt 

1) von X’ durch bie Sfeichungen u 
X’sing‘ = Asina+Bsin 5; X’cosp’ = Acose+Beos? 

und v’X’sinyg’ = aAsine + bBsinß 

2) die von X’ durch die Gleichungen 

X“ sing” == X’ sing‘ +Ciny; X’ cosg”=X’cosp’-+ Ccosy 
und X’ sing” = xX’ sing’ + cCsiny und 

3) bie von X ift beftimmt burch die Gleichungen 

Xing =X"sing’+Dsind; X’ cos‘ =X’cosp”+Dcosö 
und xX” sing‘ = x/X" sing“ + dDsind 

Merden nun bier die Werthe aus No. 2, fubflituirt, und 
in ben Bierburch erhaltenen Ausdruͤcken die aus No, 1., fo 
trhält ınan bie drei Gleichungen 

X sing‘! = Asin« + Bsinf + Csiny + Dsind 
X’ eospH! = Acosa + Beos/ + Ccosz + Deosö 

X sing! = aAcosa +bBcosß + cCcosy+dD cos o 
Demnach iſt X“ aͤquipollent den Kräften A, B, C und D, 
und bie Lage diefer Kraft ift beflimmt durch g’’ und x’. 
Diefe drei Gleichungen find alfo hinreichend, um bie gefuchte 
äquipollente Kraft ihrer Größe und Lage nach zu berechnen. 
Uebrigens iſt leicht einzuſehen, daß mit Huͤlfe dieſer Gleichun⸗ 
gen die aͤquipollente Kraft ihrer Groͤße und Lage nach immer 
zefunden werben kann, wie groß auch bie Anzahl ber gegebes 
zen Kräfte fein mag. 

Aufgabe 3. Mehrere Kräfte, deren Richtungen in ber: 
elben Ebene liegen, find an einem Hebel im Gleichgewichte; «8 
ollen die entiprechenden Bebingungsgleichungen angegeben werben. 
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Aufldfung Sind bie Kräfte A, B, C, D... im Gleich⸗ 
gewichte, fo ift die benfelben äquipollente Kraft X = 0, und 
cd find Daher die Bedingungsgleichungen nach Aufgabe 2. 

1. Asn@ + Bsn®? + Csiny+ Desind... = 0 
2. Acos« + Bcosß + Ccosy + Decosd... = 0 
3. aAsin« + bBsinf + cCsiny + dDsind... = 0 

Aufgabe 4 Auf einen Hebel wirken mehrere Kräfte, 
deren Richtungen in verfchiedenen Ebenen liegen; es follen 
bie Bebingungsgleichungen für dad Gleichgewicht diefer Kräfte 
angegeben werben. 

Aufldfung Wirt an a, Fig. 25., eine Kraft A uns 
fer einem Neigungswinkel = «, fo läßt ſich diefelbe in zwei 
Kräfte zerlegen A/=Acosa in ber Richtung bed Hebeld und 
M = Asin« normal aufbemfelben. Bildet nun die durch die 
gage von M und den Hebel zb beflimmte Ebene mit der 
Ebene bz2 einen Neigungsmwinfel= «', fo kann M wieberum 
in zwei Kraͤfte zerlegt werben AY=Mocosa‘, deren Richtung 
in der Ebene bzZ liegt, und A’”’=Msina’ normal gegen dieſe 
Ebene. Hierdurch wird alfo A in brei Kräfte A’, A” und A 
zerlegt. Eine zweite Kraft B kann auf gleiche Weife zer: 
legt werden in DB‘, B” und Rs eine dritte Kraft CG in C., 
C” und Cs .eine vierte Kraft D in D/, D“ und DW x. 

Die Richtungen ber Kräfte A, B/, C/, D’... fallen niit 
ber des Hebeld zufammen, und ed muß daher, wenn feine 
Bewegung in der Richtung bed Hebeld ſtatt finden foll, bie 
algebraifche Summe berfelben = O fein; dieſes giebt die erſte 
Bedingungdgleichung 

A +-PB + CU+D..=0 

Die Kräfte A”, B, C”, D”... liegen in ber Ebene bzZ 
und find normal gegen ben Hebel; fie führen daher zu den 
beiden Bebingungdgleichungen 

A" + BY + CC’ + DY..=0 

und aA“ + bB’ + c(.“ + dD“... = 0 
Endlich find die Kräfte A’, R, C, D... ebenfalld normal 
gegen den Hebel und liegen in einer Ebene, welche die Ebene bzZ 
normal ſchneidet, und diefes führt alfo noch zu den Gleichungen 

A’ + RB + (44 + DD’... = 0 

und aA’ + BRA cl“ + db... = 0. 
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a unb b erleiden, fonbern bie Kräfte, mit welchen a und b 
diefem Drucke widerſtehen; ber Drud aber unterfcheibet fich 
von biefem Widerſtande bloß durch das enfgegengefeßte Zei 
chen, worauf in ben angegebenen Formeln bereits Ruͤckſicht 
genommen iſt. 


Aufgabe 2. In ber Verlängerung ber feften Are ab, 
&ig. 29., wirkt eine Kraft C an dem Punkte „ normal gegen 
die Axe; es folk der Druck beflimmt werden, welchen bie 
Punkte a und b hierdurch erleiden. 


Aufloͤſung. Wird der parallel zu C wirkende Widerſtand 
bes Punktes a= A und der vonb=B gefeßt, und y als ber 
Unterſtuͤtzungspunkt eined einarmigen Hebels angefehen, fo find 
für ya =a und yb= b bie Bedingungsgleichungen 

ArB+C=-0(0waA+rlbB=0 
und baher mird 


A= 20, — nA 








ed iſt alfo der Druck auf a = Zee und ufb = za 
nämlich es erleidet der Punkt b, welcher > näher Tiegt, einen 
Druck in’ berfelben Nichtung, in welcher die Kraft C wirkt; 
der Punkt a aber, welcher entfernter liegt, erleidet einen Drud 
in enfgegengefeßter Richtung. 

Aufgabe 3. Un dem Punkte c ber feftey Are ab, Fig. 
30., wirkt eine Kraft C in ber Richtung cC, weiche mit ber 
Ure einen Winkel acC = g bildet; ed foll der Drud be 
ſtimmt werben, welchen hierdurch die Punkte a und b erleiden. 

Aufldfung Nimmt man die Richtung ded Druckes 
aufa = A und auf b = B parallel zu cC, und feßt ca=a 
und cb = b, fo ift hier aus bemfelben Grunde, wie bei 
Aufgabe 1., 

bC al 
A= a+b und B= arb 
Nun kann A in bie beiden Kräfte zerlegt werben 








ac’ = « und ac” = a’, von welcher die erſte normal ge⸗ 


gen die Are ift, und Die andere in der Richtung derfelben liegt; 
alddann wird 


— 


In a untı 
Urmen e 
by. 
dm 


und bier 


Die 
der Nicht 
Druck av 

Da 
fo erleide 
am Sch 
rallel zu 
MdetT 
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armiger Hebel angefeher werben, unb es find daher bie Kr 
C und D im Gleichgewicht, wenn bie Gleichung flattfir 
(ec) - GC == (ed) - D wenn alfo a 
:ed=D:C. 
Zieht man aber ven co © und d die Normalen cy und dö 
bie Are, fo ift 
ec :ed= or: dö, 
folglich ift auch, wenn C und D im Gleichgereichte fein fol 
und man cy = c und dd = d feßt, 
c:d=D:C 
und baher cC = dD. 

Die ‚Kräfte find alfo im Gleichgewicht, wenn fie filh: 
gekehrt verhalten wie ihre normalen Abftände von der 9 
ober, was baffelbe ift, wenn die Momente der Kräfte in ! 
ziehung auf diefe Are gleich groß find. 

Zuſatz 1. Der Ruhepunft e des Hebeld cd erk 
einen Drud = C + D normal gegen die Ebene, und 
läßt fich daher der Druck, welchen bie Punkte a und be 
ben, durch die Formeln, $. 25. Aufgabe 1., beflimmen. 

Zufag 2. Die Kräfte C und D haben gegen die El 
biefelbe Richtung, und fie find daher beide poſitivr bagı 
ift Die Lage derſelben in Beziehung auf die fefte Are ab en 
gengefeßt, und es ift Daher, wenn man yc = c pofitiv 
nimmt, ber Werth von dd = d negativ; man erhält o 
wenn hierauf NRäcficht genommen wird, Die Gleichung 

cC = dD und daher ce C + dDD=0. 

Sind alfo die Kräfte C und D im Gleichgewicht, fü 
bie algebraifche Summe diefer Momente = 0. 

Zuſatz 3. Da ce: de = ze: de, fo finden diefel 
Bedingungen des Gleichgewichtd auch in dem Falle fl 
wenn C in y und D in ö an einem Hebel ab angebrt 
find, und ed erleidet auch alddanı ce einen Druck = C+ 
Hieraus geht alſo hervor, daß e und mithin auch a und b bi 
bie in c und d angebrachten Kräfte C und D eben fo 
brückt werben, ald wenn tiefe Kräfte parallel zu ihrer R 
tung in den Punkten „und oͤ der Are felbft angebracht waͤrt 

Zufag 4. Denkt man Cin y und Din ö angebra 
fo if, nach $.25. Aufgabe 1., der Druck, welchen b erleidet, 
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(ay) C 4, ad) _D D 
(ab) (ab) 





B= 


— (ae) (C+D) + (7) C— (cö) D 
(ab) (ab) 
eil aber CG:D eoõ: eyj, ſo iſt (ey) C— (eö)D=0, 
fogtih it u = CI 

d biefe Formel wirb für den Drud auf b auch alddann 
alten, wenn man C + als auf e druͤckend annimmt. 

Aufgabe 2. In ben Punkten c’ und d, ig. 32., 
iche beide auf Werfelben Seite der Are liegen, wirken zwei 
aͤfte C’ und D normal gegen die Ebene MN; es follen 
: Bebingungen bed Gleichgewichts angegeben werden. 

Aufldöfung. Zieht man die Normale c/y = c, ver⸗ 
ngert biefelbe, macht „c = c’y, fo ift eine Kraft C = C, 
c mit C nad) berfelben Richtung angebracht, im leicht 
wicht, und es ift berfelben daher eine Kraft C an c in 
tgegengefeßter Richtung dquipollent, alfo im Gleichge⸗ 
ichte mit D, wenn C/ mit D im Gleichgewichte ſein ſoll. 
nun eine Kraft C an c, die mit D an d im Gleichge⸗ 
ichte fein foll, mit diefer nach einerlei Richtung wirken muß, 
> folgt, bag C’ eine entgegengefeßte Richtung von D has 
a muß. Die Bedingung für dad Gleichgewicht zwifchen 
‚und D an c und d if, fürcy=c und dö = d, mit 
tacficht auf bie Lage ber Ordinaten, 

cC d4D 0; 
en (Due GC und gi = — ym—c, fo iſt bie 
Keichung zwiſchen C’ und D an c’ und d ebenfallg 
cC +dD= 0, 

Die Kräfte find alfo auch in dieſem Fall im Gfeichges 
icht, wenn die algebraifche Summe ihrer Momente = 0 ift. 

Zufag 1. Verbindet man c’ mit d und verlängert bie 
nie, biö fie bie Are in e’/ fchneidet, fo Tann e’d ale 
n einarmiger Hebel, befien Ruhepunkt in e’ ift, angefchen 
erben, und es läßt fich burch biefe Betrachtung ebenfalls 
e fo eben gefundene Gleichung ableiten. 
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I, und bie andere X = D cos bie Richtung de Hat, 
enn de bie Linie ifl, in welcher MN von ber Ebene ges 
hnitten wird, bie burch bie Richtung ber Kraft normal ge⸗ 
en MN gelegt werben kann. Gebt man nun ZLdeö = g, 
o läge fich X in zwei Kräfte zerlegen, DY =X sin p und 
Yu = X cos p, von welchen die erftere normal gegen bie 
ire ab ift, und bie andere parallel zu berfelben. Die Kräfte 
D und D“ dußern alfo bloß einen Druck gegen die Are, 
weichen die feften Punkte a und b widerſtehen, und es ift 
saher zur Herftellung des Gleichgewichts nur nöthig, daß eine 
Kraft C den Theil D’ von D im Gleichgewicht erhalte. 

Zufag 3. Mehrere Kräfte A, B, C, D..., die gegen 
eine, von einer feften Are unterflüßte Ebene, unter den Neis 
gungswinkeln &, A, 7, Ö... wirken, find im Gleichgewicht, 
wenn Die Cheile berfelben A sin x, Bin A, C siny, Dsind..., 
weiche eine normale Richtung gegen die Ebene haben, unter 
ſich im Gleichgewichte find. Sind alfo Die normalen Abftände 
der Punkte der Ebene, an welcher die Kräfte wirken, von der 
Ye, = a, b, c, d..., fomuß, wenn Gleichgewicht flattfinden 
fol, die algebraifche Summe der Diomente fein 

aAsin@at+rbB sin?+cC siny+dDsind... = 0. 

‚ Zufag 4. Wird eine fchräg gegen die Ebene wirkende 
Kraft D in die brei Kräfte zerlegt: 
D’ normal gegen die Ebene, 
D“ normal gegen die Ure berfelben 
und D’” parallel zu der Are, 

fo laͤßt fich fuͤr jede diefer Theilfräfte der Druck beflimmen, 
welchen die Unterſtuͤtzungspunkte der Axe von berfelben erleis 
den, und es ift alfo hierdurch auch ber ganze Druck beflimmt, 
weichen a und b von ber Kraft D abzuhalten haben. 

Aufgabe 4 Un den Punkten c und d ber in ab uns 
taftügten Ebene MN, Fig. 33., wirken zwei Kräfte C und 
D normal gegen die Ebene; es foll eine Kraft X ihrer Größe 
and Lage nach angegeben werden, die beiden zuſammen dquis 
vxllent iſt. 

Aufloͤſung. Verbindet man c mit d durch die Linie 
d und theilt diefelbe in x, fo daß cx:xıd = D:C, fo if x 
ver Punkt, an welchem eine normal wirkende Kraft 5 CG+D 


— 


⸗ 
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Zufag 1. Zieht man von a aus eine Linie, bie | 
halbirt, und von b aus eine, durch welche ac halbirt wir 
fo ift der Durchfchnittäpunft. dieſer beiden Linien ber Punl 
auf welchen P wirken muß, wenn die drei unterfiügten Punl 
einen gleichen Druck erleiden follen. 

Zufag 2. Wirkt P auf p‘, fo if ber Druck 


bi 
af aa A Pe = AB, 





Ap’ac 
und afb=B= A. -P 


es erleidet alfo in biefem Falle b einen Druck im entgegen 
gefeßter Richtung. 

Aufgabe 4. Eine Ebene, Fig. 35., ift in ben drei Punk 
ten a, b und c unterftüßt; es foll Die Rage ded Punktes pft 
beftimmt werben, baß, wenn an biefem Punkte eine Kraft P 
die normal gegen die Ebene wirkt, angebracht wirb, ber Drud 
auf a, b und c nach dem gegebenen Verhältniffe @ : A:7 
vertheilt wird. 

Aufldfung. Vermöge ber Bebingungen der Aufgabe 
muß fein 

Apbe : Apac: Apb= a: ß:y 
alfo Apbe: Aabe=a:a+tfß+y 
und baher auh pn :am=a:atßty 

folglich ift pn = — - (am). 

Theilt man alfo bie Normale am in x fo, def 

Pe Er + (am) ober baga ++ y:a=am:m, 
und zieht durch x eine Parallele zu bc, fo muß in biefer be 
Punkt p liegen. Eben fo muß berfelbe in einer Parallele ja 
ac liegen, deren Lage auf gleiche Weiſe ſich angeben läßt: 
beide Parallelen nun fchneiben fich in ben gefuchten Punkte p. 

Aufgabe 5. Die Ebene abc, Fig. 35., wird in bem. 
gegebenen Punkte p burch eine Kraft P normal gedruͤckt: de 
Ebene ift in b und c unterftüßt, und es erleiden biefe Punkte. 
durch P einen Drud B und C; es foll bie Lage des dritten 
Unterfiägungspunkted a beftimmt werben. 
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Auflöſung. oA+BrC=P fen muß, fo ift 
bie Größe bed Drucke, welchen a esleibet,—= A=P — (B+C) 


beſtimmt. Es iſt aber au A = Abe -P und baher Aabe 


* - Apbc. Da nun Apbo gegeben iſt, fo kennt man 


auch bie Größe bed Dreiedd abc; aber auch die Grunblinie 
be beffelben iſt gegeben, folglich auch die Höhe. Iſt ma die 
Hoͤhe, fo muß der gefuchte Punkt in ber durch a zu bc ges 
zegenen Parallele Siegen. 


' — 4 en Apac 
Berner a B A ab ‚P= Apbe A 


und daher Äpac = Anbe befannt. Man kennt aber 


von bem Dreied pac he eine Seite pc, alfo ift auch, wenn 
man biefe ald Grunblinie annimmt, die Höhe bed Dreiecks 
bekannt. Wirb nun in ber burch dieje Höhe beflimmten Ents 
femung von pc eine Parallele zu berfelben gezogen, fo ift ber 
Punkt, in welchen - biefe die Parallele zu bc fchneitet, bie 
gefuchte Lage von, a. 

Aufgabe 6. Die in a, b und e unterflüßte Ebene, 
Fig. 36., wird noͤrmal gedruͤckt in p durch eine Kraft P und 
ing burch Q; es folt der Druck beftimmt werden, welchen a 


bierbusch erleidet. 
Yufldfung Sebt mm ben Druck aufa= A, fo if, 


weil der von P herruͤhrende Drud auf a = Arie. P und. 


Agbe . 
ber von 2833 abe -Qif, 
a Apbe: P + Agbe- Q 
Aabc 

Theilt man aber bie Linie pq in x fo, baß die Proportion 
flattfindet px: xg = Q : P, fo ift den Kräften P und Q 
in p und q eine Kraft in x = P + aͤquipolſent; folglich 
läßt fich der Drud auf a auch burch bie Formel ausdräden 


Axbce - (P+O) 


X=aA+bB 
Bit mun eine bitte Kraft C auf c, und fo Die ben Al 
ten C und X äquipolente Z auf z wirken, fo muß fi 
wenn man bie Normalen ce’ und zz’ zieht, und mc’ =c 
m! = 2’ fe, 
CHXeZuineC+rX- 27 

Es iſt alſo, wenn für X und xX bie Werthe geſetzt weide 

A+B+C=ZwmaAtbB+cl= 72 

Kommt noch) eine neue Kraft D Hinzu und wird bie d 
D und 2 Aquipollente Kraft = Y gefet, fo erhält man d 
Gleichungen 
ATBCD = YunaA+bB+cC+d4D=y 
und man finbet, daß biefe Gleichungen, wenn fie für n Krdf 
richtig find, auch für (m + 1) Kräfte gelten müffen. 2 
daher für irgend eine Zahl = m Kräfte, die denfelben aͤn 
pollente Kraft = V, fo finden die Gleichungen ftatt 
A+B+C..+P=V und aA+bB+e'C...+pP=v 

Die Lage der Abfeiffenlinie ıng ift hier ganz beliebig 
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ber Ebene pmq, und man Tann baher flatt berfelben auch mp, 
weiche normal auf mq ift, als folche annehmen; wird nun 
mat == al, mb“ = b”, mc” = ci ı. gefeßt, fo muß 


aM bB + c”’C...+p“P = v”V, 

Sollen bie Kräfte A, B, C..., P unter fich im Gleich» 
grwichte fein, fo muß bie ihnen dquipollente Kraft V= 0 
werden, und dieſes führt zu den Bedingungsgleichungen tür 
mehrere normal auf eine Ebene wirkende Kräfte 

»4. A+B+rC..+P=0 

2. aA+HbB+cC..+rpP=0 
3 aA Hr bBrc”C.trpP=0 
Zufag 1. Wirken bloß zwei Kräfte A und B auf bie 
Ebene, fo erhält man 
Ar B=0, do B=—A 
A+bB=0, » /=b/ 
a’A + bh‘ B = 0, » a’ = b‘ 
Hieraus geht hervor, daß zwei Kräfte nur alebann im Gleich» 
gexsichte fein koͤnnen, wenn ſie gleich groß ſind und auf den⸗ 
ſelben Punkt in entgegengeſetzten Richtungen wirken. 

Zuſatz 2. Wirken drei Kraͤfte auf die Ebene, ſo ſind 
die Gleichungen fuͤr das Gleichgewicht 

ArB+rc=0; aA+rbB+ceC=0 

und a’A + "ep +cC=0 
Die erfie Gleichung giebt 
C=-(A+DB 

und bahber werben die beiden andern 
aA + bB = c/(A-+B) und a” A + b’B = c”(A-+B) 
Hieraus folgt 
(bi JB = (d —a)A und (bY—c)B = (d —a“)A 
ed iſt alfo 

bh’ — cd:  —_ a’ == bh’ — ec : N ef a’ 
eine Proportion, woraus unmittelbar folgt, daß in biefem 
Falle die Punkte a, b, c, an welchen bie brei Kraͤſte A, B 
und C wirken, in gerader Linie liegen müffen. Es koͤnnen 
alfo drei Kräfte überhaupt nur in dem Falle im Gleichgewicht 
fein, wenn fie in einer geraden Linie liegen. 

Aufgabe 8. An mehreren Punkten a, b, c... Dei 
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Da nun aber brei unbefannte Größen A, B und C vorkom⸗ 
men, fo ift bie Aufgabe unbeflimmt, und ed kann baber für 
die eine. ber drei Größen ein beliebiger Werth angenommen 
' werben, wodurch aldbann der ber beiben übrigen vollfommen 
beſfimmt wird. Nimmt man 3. B. A als gegeben an, fo 
wird aus vn beiden Gleichungen gefunden 


„P-a+d me E-b- aA 
Be m = —— 


3. Die Uufgabe läßt hiernach mehrere Aufldfungen zu, 
unb es iſt daher der Druck, welchen jeber der drei Punkte bes 
ſonders erleibet, nicht beflimmt: nur befchränkt ift derfelbe, in 
ſo fern Feine negativen Werthe für A, B und C ftatthaft find. 
Die Sränzen, innerhalb welcher die Werthe liegen müffen, ers 
geben ſich aus ben beiden gefundenen Formeln; es erhält 
nämlich unbebingt fowohl B ald C den größten Werth, wenn 
man A, welched hier als zwifchen B und C liegend angenom⸗ 
men wird, =O feßt. Dagegen wird, weil B und A auf ders ' 
felben Seite von p liegen follen, der Werth von A am größs 
ten, wenn B = 0 iſt. NHiernach iſt alfo von A der kleinſte 
Werth = 0, und ber größte Werth, welcher für B= 0 ers 


Balten wird, it A = 2 — z 
Für B ift ebenfalld der kleinſte Werth = O und ber 


größte, welcher für A=0 erhalten wird, it B= 5 in 2 
bp 


E77 und für 


B=0 erhält man C = , welches bie Gränzen find, 


innerhalb welcher ber Werth von C liegen muß. Es ift aber 
IP Oo ap . a 
b’+rc + - ‚ce —— 
ſetzt wird; folglich iſt 
C m ber größte und 


CC _ ber Bleinfte Werth, welchen C erhalten Kann. 





Nimmt man A 0, wid C= 








‚ weil bier b > a vorauöges 
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B acP sin« 
 (be+ac)sina — absin2« 
C .— abP sin 2% 


| * be+ac)sing — absin2« 
- Beil sin2a = 2sinacose, fo ift sin® gemeinfchaftlicher 
Factor bed Zählerd und Nenners eined jeden biefer Rruͤche, 
und ed ift daher für = = 4 

bcP 
A (be + ac) — 2abcosa 


B=- (be + ac) — 2abcos« 
Ca — 2abP cos« 
(be + ac) — 2abcos« 

Sollen nun bie Punkte a, b, c und p in geraber Linie lies 
gen, wie Fig. 38., fo wid x — A = 150°, und baher 
cosa = — 1, folglich ift alsdann 
Am beP_ B- acP und C 2abP 
be+ac+2ab’ ° — betact2ab betact2ab | 
und dieſes find richtige Werthe für ben Drud, den Die brei 
Punkte a, b und c erleiden: nur daß fie nicht die allein rich» 
tigen find, fonbern daß noch mehrere andere ebenfalld ben 
Bebingungen entiprechen. 

6. Daß die bier gefundenen Werthe wirklich ben Bedin= 
gungen entfprechen, ergiebt fich unmittelbar daraus, daß aus 
denfelben folgt | 

A+BrC=-PwubaA+rbB= cC 
und hieraus folgt auch, daß biefe Werthe nothmenbig inners 
halb der, in No. 3., angegebenen Gränzen liegen müffen. Es 
läßt fich biefes aber auch unmittelbar nachweifen, nämlich: Die 
Graͤnzen, innerhalb welcher A liegen muß, find, nach No. 3., 





cP- . 
A=0OmA= — und ber in No. 5. für A gefun« 
bene Werth ift 
bcP cP cP 


Amber ab atc 


ac 
2atct — 
b 


er liegt alfo wirklich innerhalb jener Gränzen; daſſelbe gilt 
auch von B und C. 





| 
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für a und b biefelben, inbem auf jebem biefer Punkte ber 
Drud, als zwiſchen O und ber ganzen Laft liegend, angenom⸗ 
men werben kann. Iſt bie Summe bed Drudes in der Rich⸗ 
tung ber Linie ab = C, und man feßt für x <C ben Drud 
auf à — xʒ, ſo iſt der auf —C — m. 

Zuſatz 1. In dem Journal ber reinen und angewand⸗ 
ten Mathematik von Srelle, Bd. J. S. 37, giebt der Bau⸗Con⸗ 


dukteur Koſſack eine Aufloͤſung der Aufgabe über die Wirkung 


einer Kraft auf drei Punkte, und fommt für den Fall, daß 
biefe Punkte in gerader Linie Itegen, ebenfalld auf bie, No. 5., 
angegebenen Formeln, bie er jeboch für bie allein richtigen zu 
halten fcheint. Daß biefed nicht in ber That fein Tann, 
fondern baß bie Aufgabe für dieſen Fall unbeſtimmt fein muß, . 
wird in bem erflen Bande bed genannten Journale ©. 117 ff. 
mit wenigen Worten von Abel und in einer ausführlichen Abs 
banblung von Erelle nachgemiefen: eine Abhandlung, bie um 
fo mehr nachgelefen zu werben verdient, ba fie fehr interefs 
fante Unfichten über dieſes Problem enthält, und insbeſondere 
auch nachweiſet, wie durch eine zweckmaͤßige Subftitution für 
die Winkel und 4 Formeln erhalten werden Finnen, bie allen 
innerhalb ber angegebenen Graͤnzen liegenden Werthen entfpres 
chen. uch wird hier die Aufgabe über die Vertheilung bed 
Drudes, wenn die Ebene in mehr als in brei Punften unters 
fruͤtzt ift, näher beleuchtet. 

Zufat 2. Brandes in feinem „Lehrbuche ber Gefeße bed 
Gleichgewichts und ber Bewegung fefter und flüffiger Körper” 
fagt $. 131: „Wenn eine Ebene von Kräften, deren Richtuns 
gen in bie Ebene felbft fallen, gebrädt wird, fo braucht man 
nur zwei Punkte unverrücht feft zu balten, und von dem 
Drude, den ein britter Punkt erleibet, Bann feine 
Rede fein” Diefe Bemerkung giebt zu erfennen, daß berfelbe 
biefed Problem fich keinesweges deutlich gebacht habe. 

Aumerkung. Ueber das bier behandelte Problem verdient noch nach⸗ 


gelefen zu werden: „Syſtem der reinen und angewandten Mechanik” 
von Ide. Kap. 4. des Iſten Theils. 
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zZ vellommen: beſtimmt. 
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Yunkt, an welchem jebe derjelben wirkt, fo ift hierburch auch 
der Punkt beſtimmt, an welchem Z wirkend gedacht werben 
muß, und es läßt fich bie Lage beffelben mit Hülfe einer drit= 
ten Are, weldye in m normal auf pmq gezogen wird, auf 
folgende. Art ermitteln: 

Man lege durch ab eine Ebene, welche die pmq normal 
fhneidet, fo muͤſſen die Punkte A und B in Diefer Ebene nor= 
mal über a und b liegen, und es ifl nun, wenn, Fig. 37°, 
xX parallel zu aA und .‚bB gezogen wirb, 

AX:XB=ax:xb 
Die in m errichtete dritte Are, welche, Fig. 37°, burch bie 
Linie mr dargeftellt wird, ift. parallel zu der Ebene abBA und 
werben von den Punkten A, Bund X Parallelen zu der Grund: 
ebene an biefe Axe gezogen, welche diefe Are In den Punk⸗ 
ten a’, bh und x fchneiden, fo ift ma’’=aA, mb’”=bB 
und mx’ = ıX; es ift daher aud) 

AX: XB = ax ; zuopıu 
und für ma’ = all, mb‘ = b“ und mx” = zit wirb 
AxX: XB — a E77 ey bh‘ 

Soll nun X= A +B den Kräften A und B äquipollent 
ſein, ſo muß die Proportion ſtatt finden 

AX: XB B: A 





und ed it daher 
B:: A xy pi 
u — aA bB 
woraus folgt x HE 


Es ift leicht einzufehen, daß biefe Zormel auf jede belies 
bige Anzahl von Kräften fich ausdehnen läßt, und ed iſt da⸗ 
bez auch Die Lage der Kraft Z in Bezichung auf die Are mar. 


ZEN > bB Rn ed ’C.:. 

ma’ = ze m A+rB+rC.. 
Sierburch iſt alſo ermitteit , wie hoch der Punkt über ber 
Ebene pınq liegf, an welchen bie ben Kräften A, B, C.. 
äquipollente. Z wirkend gedacht werben muß. Da nun aufler- 
dem auch ber Punkt z, Fig. 37., befannt ift, in welchem bie 
Richtung von Z bie Ebene pmq fchneidet, fo ift die Rage v von 


9 


Er — * 
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anterftügt werben muß, wenn alle Bewegung durch die Ges 


wichte verhindert werben foll, den gemeinfchaftlichen 
Schwerpunft. Die Stüße beffelben hat eine Laſt zu fra: 
gen, welche der Summe aller in ven belafteten Punkten ans 
gebrachten Gewichte gleich iſt, und ed kann daher dad ganze 
Gewicht aller belafteten Punkte ald in dem Schmerpunfte vers 
eint gebacht werben. Iſt der Schwerpunkt nicht unterſtuͤtzt, 
ſo erfolgt eine Bewegung ber fämmtlichen zufammenhängenden 
Punkte in berfelben Richtung, in welcher ber Schwerpunft un= 
terftügt werden müßte, alfo fentrecht gegen ben Horizont, und 


es Bann daher eine folche Beivegung immer ald eine fenkrechte 
Bewegung des Schwerpunfted angefehen werden. 


6. ‚Die Materie eines jeden Körperd kann, ald aus einzeln 


‚ miteinander verbundenen ſchweren Theilen beſtehend, gebacht 


werden, und man kann baher jeden Körper, ald aus unendlich 
vielen mit einander verbundenen, mit Gewichten belafteten 
Punkten zufammengefeßt, anfehen: demnach muß jeder Körper 
nothwendigerweiſe einen Schwerpunkt haben, durch deſſen Unterz 
ſtuͤzung das Fallen des Koͤrpers verhindert wird. Ein nicht 
unterſtuͤtzter Körper fällt, mobei der Schwerpunkt beffelben 
eine Linie durchläuft, die fenkrecht gegen den Horizont ift. 

7. Jede gerade Kinie, welche durch den Schwerpunkt 
eines Körperd geht, wird ein Durchmeffer ber Schwere 
deffelben genannt. Haͤngt man einen Körper an einem Faben 
auf, fo wirb biefer fenkrecht gefpannt, und ba durch denfelben 
bad Fallen des Körpers verhindert wirb, fo geht bie Linie Dies 
ſes Fadens durch ben Schwerpunkt und ift daher cin Durchs 
mefler der Schwere. 

8. Iſt die Lage zweier Durchmefler der Schwere eined 
Körperß gegeben, fo ift baburch die Lage des Schwerpunktes 
ſelbſt beflimmt, indem berfelbe der gemeinfchaftliche Durch» 
fehnittöpunft beider Linien fein muß. 

9. Jede Ebene, welche durch ben Schwerpunkt eines Körs 
pers geht, nennt man eine Ebene der Schwere. Die ges 
meinfchaftliche Durchfchnittölinie zweier Ebenen der Schwere 
iſt daher ein Durchmeffer der Schwere. Zugleich folgt hiers 
aus auch, paß eine Ebene der Schwere und ein Durchmefler 

‘ 9% 


Ä 


J 
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A, B, C... und es ift in Beziehung auf, drei rechhwinklige 
Goordinatenaren bie Lage des Schwerpunftes von 
Z durch die Goordinaten z/, =, 2’ 


B » » b‘, b’, hp“ 
C * » c, c”, e/ 
u. ſ. m. 


gegeben; es ſoll hieraus die Lage des Schwerpunktes von A 
beſtimmt werden. 

Aufloͤſung. Druͤcken Z, A, B, C... zugleich bie Ge: 
wiüchte bed ganzen Körpers und feiner Theile aus, und find 
a’, a”, a’ die gefuchten Coordinaten für den Echmwerpunft 
tes Körperd A, fo laffen fich die Werthe diefer Größen un» 
mittelbar aus den Formeln, Aufgabe 1., durch eine einfache Re⸗ 
duction ableiten. Es iſt alfo, wlArFB+rC..=Z, 

| Yo 22 — [bB-+ c’C...] 

A 
—E Colon da u _ zZ —— C.. .] 
wo für A ber Werth gefeßt werden kann A=2Z — B+C.. .). 

Zuſatz 1. Haben die Theile A, B, C... bed Koͤrpers Z 
eine folche Lage, daß die Echiverpunfte derfelben alle in einer 
und berfelben Ebene liegen, aljo z. B. in ber Ebene ping, 
gig. 37., fo liegt auch der Schwerpunkt von Z in berfelben 
Ebene, und ed wird für diefen Fall in den Kormeln, Aufgabe 1., 
zwar ber Werth von z’ und 2“ nicht geändert, aber ber von 
2 wird = 0. Eben fo wird in ben Formeln, Aufgabe 2, 
in diefem Falle a’ = 0, 

Zufag 2. Haben die Theile A, B, c. .. eines Koͤrpers 
Z eine ſolche Lage, daß die Schwerpunkte derſelben alle in 
einer und berfelben geraden Linie liegen, die alſo eine Are ber 


22 Dc— C.. C...] 
A 


Echwere von 2 ift, ſo wird in ben allgemeinen Formeln ber 


‚ obigen Aufgabe 1. 
a 


uch = cl! = 0 
und auch a’ = b’ = ec... =0 
und es ift daher die Lage bed Schwerpunktes des ganzen 
Körpers burch die eine Gleichung beflimmt 
_aAaA+bB+ c’C... 
 TA+HBrC. 
dagegen ift nun 2” = 0 und 24 = 0, 
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\ Eben fo i 


Debung 


men Riniı 
Hla 
ſiſcher Li 
Au 


ihrer Gr 
ſchaftlich 

Au‘ 
halbirt, { 
es verhl 
bes Pur 
Sol nu 
muß bie 


wöburch 
ſchaftlich 
beſtimmt iſt. 
Zuſatz 1. Schneiden ſich die beiden Linien An 
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Bm in m, unb halbirt man ben Winkel burch mn, durch 
welche Linie die ab, welche die Halbirungspunkte der Schen⸗ 
- Bel verbindet, in e gefchnitten wirb, fo Äfl, wenn man 
ax — be nimmt, ber hierdurch beftimmte Punkt x der 
gefuchte Schwerpunkt der Schenkel bed Winfeld m. Denn 
da me ben Winkel m halbirt, fo ift 

ma : mb = ae : eb 

und baher auch mA : mB = ae : eb 

und folglich mA : mB = bx : ax. 

Zufaß 2. Zieht man an m auf mA bie Normale mp 
ımb nimmt mA unb mp als bie beiden Goorbinatenaren 
an, fo ift für mA = A unb mB = B, wenn bie Schwer⸗ 
punkte dieſer Linien in a und bliegen, ma = 3A, mb=;B 
und daher, für LAmB = 2 . 

a — 3.A, a — 0, h— mb‘ = 33B cos p und 
mb” = b“ = 3Bsmgy. Sind nun für ben gemeinſchaft⸗ 
lichen Schwerpunft x bie Coordinaten mx’ = x’ und mı”=x”, 
ſo if 

’ aA+-bB A?’+ B?’cos 
= @OArB  20ArB) 
a’A+rb’B B? sin ꝙ 


U = — 
und x A+B 2(A+5) 
Fuͤr ꝙ == 90° folgt hieraus 
Im A’ d —— — 
-77ᷓ und x· 


Aufgabe 2. Es ſoll der Schwerpunkt des Umfanges 
irgend einer gerablinigen Figur gefunden werben. 

Aufldfung. Halbirt man bie Seiten ber Figur, Fig. 40., 
beren Längen burch A, B, C, D und E begeichnet werben 
follen, in a, b, c, d und e, fo find dieſe Halbirungspunfte 
bie Schwerpunfte ber einzelnen Seiten. Zieht man nun ab 
unb theilt diefe Linie in x fo, daß 

ax:ıb=B:ÄA, 
fo iſt x der gemeinfchaftliche Schwerpunkt von A und B. 
Ferner ziehe man xc und theile diefe Linie in y fo, daß 
syy:yc=C:A+B, 

fo iſt y ber gemeinfchaftliche Schwerpunkt ber Linien A, B 


gen ın dem Vurchmeſſer AM, und Dajjelde gilt von alen 
übrigen auf gleiche Weiſe beflimmten Punkten. Iſt die Un 
zahl der Seiten des Vielecks ungerade, fo wird die zulegt 
unten übrig bleibende Linie von dem Durchmeffer halbirt, und . 
es liegt fotglich auch ber Schwerpunkt biefer Linie in dem 
Durchmeffer, der daher nothwendigerweiſe in allen Fällen ein 
Durchmeffer der Schwere fein muß. Daffelbe gilt aber auch 
yon einem zweiten Durchmeffer, der durch eine anbere Ede 
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Werden dieſe Werthe fämmtlich abdirt, fo erhält man bie 
Summe aller Momente ded Bogens a’m3”, von melchen 
jede Hälfte «m = mß” in n gleiche Theile getheilt ift, und 
die Größe eines jeben diefer Theile iſt — 20. Für die Summe 
oller diefer Momente = S und mx = z ift alfo, wenn x der 
Oiwerpuntt des ganzen Bogens fein ſoll, 
BT Tu z 
wenh bie Länge bed Bogend am = A geſetzt wirb. 
Hier iſt nun \ 

Salat (1-cosa) +AcR (1-c08 3a) +AaR (1-cos 5a)... +AaR (1-cos(2n-1)e) 
nämlich es iſt | 
Sm4daR-n-AaR[cosc+cos3a+cos5a...+cos(2n-1)e] 

=RA-4aR[cosa+cos3a+cos5a...+cos(2n-1)a] 
Nun ift aber ganz allgemein 
cosa + cos(a+f) + cos(@+2P) + cos (@+3P)... + cos («+mf) 

u C08 («+ 4mß) sin; (m + 1) ß. 
an I 
wie in bem erften Bande meiner praßtifchen Uebungen für 
angehende Mathematiker, Seite 442 ff., bewieſen wirb; es ift 
alfo auch hier, für ?= 2a nd m=n—1, 
cos & + cos 3@ + 008 5a... + cos (in —1)a 


_4 .. 
_|e+ (5 ) 20 | sale 20 oem sin na 








sin & sin & 
sin 2n& sin Arc (ma) _ sin JA 
ine  2sna ABsine 
sin zA 2aR sin 3A 
folglich ES=RA— daR · „BA nz 


Hier aber iſt nach der Vorausſetzung « ein fehr Heiner 
Bogen und mar kann baher sin « = « feßen, 
ST RAT AR ein 
Danmı= 7, fo iſt auch 
RA 2R sin 3A pn .R sin JA 
um A 


Wird ber Mittelpunkt c bed Kreiſes als ber Uns 


Ieyen werben. Anders verhält es ſich mit ber phyſijche⸗ 
Bläche, die nur in fo fern gedacht werben kann, in wieſem 


Serner nz ie) =Ww 55 
und y=d+j (en ⸗ dꝓ 098 


Da uͤbrigens Aabe : Aede = ab x eg: c 
fo ift auch C: B= vw :alv— 


ober A+B: B= vv .a(y—' 





und es ift baher 
B Aa (vd) 
 G-o)vhed 
Ad ei) 
J — Ac 
Tr. 
a 
uw C=A+B= ar 


Nimmt man nyn ge ala EWhiſſench an, ſo iſt 
(AH B- () C 
es ift alfo auch 
A+tyB=:C 
alfo A = zC — yB 
unb hiernach, wenn für 2, y, B und & bie gefundenen 
gefegt werben, 
ad ‚Aa? een 
5a- 0) 2a \3 Tor) a) 
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da? d (3a— 2«) «? 
alſo x = 3(a—a) (?—a) I(a—e) (a? — a?) 
d(a? — 3ae’ +2r°) dl(a—e) (a+2a) 





3 a )(’—a) Ila—a) (a+ «) 
. _(a+2«e)d 
und es ift daher x28 ara 


Zufag. Da, wenn man von f eine Normale auf ab 
fällt und burch ben Schwerpunkt x bed Trapezes eine Pa⸗ 
sollele zu ab zieht, diefe die Normale nach bemfelben Vers 
haͤltniſſe theilt, nach welchem: fg in x getheilt ift, fo erhält 
man für ben normalen Abfland bed Schwerpunkte von ab, 
wenn die Höhe des Trapezes mit h bezeichnet wird, die Formel 

zu (a +2«) h 
d(a+to) 


Aufgabe 5 Der Schwerpunkt eines Kreisausſchnitts 


ſoll angegeben werden. 


Aufloſ ung. Ein Kreldaueſchnitt men, Fig 48., deſſen 
Baſis mn ein ſehr kleiner Bogen iſt, kann als ein geradlinle 
ged Dreieck betrachtet werben; wird daher mn in--d. Balbirt, 
cd gezögen und cz t=.3.(cd) genommen; fo: ift z. ber Schwer» 


' punkt des ſchmalen Ausſchnittes men., Nun Idßt fich ber 


liegen in einer ‚gleichen Entfernung von- q, alſo in-dem Bo⸗ 


ganze. Kreiäbegen ab in lauter kleine Theile — mu zertheilen, 
und die Schwerpunfte aller hierburch beſtimmten Ausfchnitte 


gen azß, welcher aud c mit einem Nadius cz == 3 (cd) bes 
fhrieben werden kann. Der Bogen aß Tann daher ald in 


| allen Punkten gleith belaftet angeichen werben, und ber Schwers 
unkt dieſes Bogens iſt zugleich der des ganzen Kreisaus⸗ 


ſchnitts. Nun iſt aber, nach $. 31. Apfgabe 5., wenn x der 


geſuchte Schwerpunkt des Bogens aß if, 


Bogen azß ? eß=cL:exX”" . 
umb weil Bogen afz : Sehne aß= Bogen adb : Sehne ab, 
fo iſt auch, wenn der Bogen adb = A, die Sehne ab = C, 


ter ‚Rabius cd= R,und «x = x gefeßt wird/ 


a, A: C=äR:x. 


= 2CR Bu . z 
re und, Babe, iſt x = 3. 





’ 


NS um 2.= 5, JoguR IR any, 





: al 

Es iſt, nah Aufgabe 5., ber Abſtand / des eg 
eined Kreisausſchnitts von dem Mittelpunkte des Kl 
y= u und bie Rage des Schwewüuuttes z von di 
i il 
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Reieck abe wird durch die Gleichung ausgedruͤckt cz = z 


Id =D, alfo iſt auch, menn man dieſe Werthe ſetzt, 
„s. 2ER, AR _2D, CD 
- a4 307357 


° 3 
und fd, gb 15 m 7 = aD D’) 


Da nun R?— D? = (ad)? = (7) = 7. ſo folgt 
nn C® 
ie - BE »“-n et 
und babe enblih x I. 

Man erhält alfo den Abſtand des Schwerpunktes eines 
Kreidabſchnitts von dem-Mittelpunfte des Kreiſes, wenn man 
die dritte Potenz der Seite bed Abſchnittes durch den zwoͤlf⸗ 
fachen: Flaͤcheninhalt deſſelben theilt. 

Zuſatz. Daß der Schwerpunkt x des Krelsabſchnittes 
amb in bem VDadius cni liegen muß, welcher ben Bogen ab 
halbirt, iſt leicht einzufehen. 

Aufgabe 7. E3-foll ber. Schwerpunkt eines zwiſchen 
zwei Sehnen ab und a ‚Big. 50., liegenben Kreiöftückes as 
gegeben werben. 

Yuflöfung. Wird ber Bogen ab in m halbirt und 
der Radius cm gezogen,.fo ift, für ab'= c und bie Fläche 
amb' «se s, ber‘ Schierpunft x bed Abſchnittes amb durch bie 
Gleichung beſtimimt x=Xx = nu. ‚Eben fo ift, wenn man 
den Bogen «af In: m: heltiet und" ben Radius cu zieht, fuͤr 
ad == C und bie Flaͤche auß =: 8, der Schwerpunkt y die⸗ 
ſes Abſchnittes durch die Gleichuug beftimmt - 


x Zu ıC® 
ey. = yes 125 ' “ 
Da nun S aus ben beiden ‚Teilen . haft s und 


ab?« = T, fo muß, wenn man xy. zieht, der Schmerpunft z 
von T in ber Verlängerung :biefer Kine legen , und ı es m 


nun fein \ nilıkrte tier 
0 vom: Gr) 
ih (yı) = MP 2, ME 
folglich (yz) — — 


10* 


durch parallele Schnitte in Theile von ber Urt zerlegen, t 
bie Schwerpunkte aller dieſer Theile, wie groß man auch) 
Anzahl derfelben annehmen mag, in einer geraden Linie 

gen, fo if biefe Kine eine Are ber Schwere bed Körpers, ı 
es muß daher ber Schwerpunkt des ganzen Körperd in di 
Linle fiegen. Die Schwere bed ganzen Körperd iſt auf bi 
Linie vertheilt, und bie Art und Weife, wie jeder Theil der 
ben belaftet ift, hängt von ber Form des Körpers ab. ! 
biefe von der Urt, daß zu je gleich großen Theilen ber 9 
gleich große Theile des Körperd gehören, fo liegt der Schu 
punkt bed Körperd in der Mitte diefer Linie. Es laffen | 
nun folgende hierher gehörige Aufgaben loͤſen: 

Aufgabe 1. Es fol der Schwerpunkt eines Pris 
angegeben werben. 

Aufloͤſung. Die charakteriftifche Eigenfchaft der P 
men befteht darin, daß alle Echnitte, parallel zur Gru— 
fläche, einander congruent find, und daß jebe Rinie, welche: 
rallel zu einer Seitenkante des Körpers burch benfelben ge 
gen wird, alle parallel zur Grundfläche durch den Körper 
legte Ebenen auf eine gleiche Weiſe fchneibet, fo daß 
Durchſchnittspunkt in allen diefen Ebenen eine gleiche &ı 
bat. Sucht man daher den Schwerpunkt ber Grunbflä 





6, 33. Der Schwerpunkt ıc. 155 


de P- = (Tr - + mp 


h 
zP-p+7P-» 


-ie-P-2d-P 


. h _ 5 /dzgsin (h-+ z)Gsinp 
Es iſt aber 7 (ip—P) 7 (es? _ m) 


.. . u en Feen En —— 
ann ER 


m bsing 


43 Lizg -(h+ z)G] 


— Bsinp [ dhag : hAG | 
12 |A—-a A-ıa 





1. 
le m a) (4ag — AG) 


3 
und weil g == IS, fo wird 


h h’sing 4a’G 
;p—-DM= 12(A — a) (Fr 


5 (4a? — AP), 


- AG) 
m h’G sm 
12A?(A _ 
Hiernach if F 
h?G si . 
P-H=-IP-M- nein (4a? — A®) 
, z h’Gsingp (da? — AP) 
unb folglich x = 4 42A?CA—a)(P—p) 
Bil aber P—p= (erh >") sing, fo wird 
mn auch | 








127 h’Gsingp (4aꝰ — A°) 
4 ha/A? + Aa ta? . 
4 12A? (A — a) · F — slip 
h(4a° — A?) 
4 AA-—a)(A”+Ata) 
nämlich es iſt, weil z = 





ha 
A — 


Schiekrpuiittäs’son d =-p, ber Inhalt de hohlen Cr 
== X,,und dee. Abſtand feines Schwerpunktes von « 
i allgemein 
ſo in en. Be X +pP =. 
alfo X = cC — pP 
. Da aber de=R ber Radius ber Halbkugel iſt, fo wirb, 
man da’ = hund «'y = r feßt, 
c= weh, E= iR . 
+ Qir + =) W 
PXA —— — Fr) nach Uufgabe 3, u 
Bar +Rr+ Pr 








P= 
Es iſt olfo —— und 
= ARM +30) 


und hiernach wird & -pP= J 
San ER SR > 








\ 
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BEL C— Pu hi, FON 
I | -F or —_Rr- 2) 
und daher auch | 
FE 
—* (2R - Rr - r)= nu (SR? — 2Rr — 3r?) 
und biefed giebt | 
h 6* — 2Rr — =) 
*- 7 laRr Korn 
h (5 + =") 
. A\2R+r 
ald den Ausbruch für den Abftand bed Schwerpunftes eines Ku⸗ 
gelabfchnittd von dem Scheitel beffelben. 
Da übrigens r = (a'y) = (ac) = R—h, fo iſt auch, 
wenn man dieſen Werth für r ſetzt, | 








(me) 

4 3R —h 
and man erhält Firm ſin h = R 

RR 5R un 

4 23R 8 


3 ben Ausdruck für bie Lage bed Schwerpunttes der Halb⸗ 
Inge. Kür h = ZR wirb - 


es liegt nämlich ber Schwerpunkt ber ganzen Kugel in bem 
Mittelpunkte. 

Bufag. unmittelbat tt ſich der Schwttcpuntt eines 
Rugelabfchnittd auf folgende Urt beſtimmen: i | 

$ür ba = z, Fig. 52., iſt (a = R’ — (R — 2)’ 
= 2Rz — z?, und es ift baber bie Fläche bed Kreifed, zu 
weichen aß ale Radius gehört, = (@Rz — 2’); für bie 
Etärfe einer ‚materielfen Kläche = iſt ber Anhalt berfelben 
= (2Rz — 2?) ar und ihr Moment in Beziehung auf ben 
Punft b ift = z. x (Rz — 2’) an = (2R2? — 2?) on. 
HM nun 2 — me. fo erhält man aus diefen beiden Aus⸗ 
drucken alle ‚niafeiiellen Flächen des Kugelabfhnittes- und 
ihre Momente,“ wenn nach und nach m == 1, 2, 3.../ 


FOAH „ANNE oem DDEn gejungenen 


‚ Aufgahe 6.:--Man ;fennt den Ubßanı. der Eden, 
dreiſcitigen Pyramide nam irgend einer Ehen; es ſoll hier 





nparuzg wyrexunſetuuug. 
in 


162 
‚und Ce v 
Aa von t 
Prima 2 
gefeßt wir 
R=8 


s= ( 
unb ber I 


Iſt 
ber Grunt 
ramide S 
= x, fo findet die Gleichung ſtatt 

RAR+9Nx=Rr +5 
oder weil r = }h und s = Ih 
R+9 Ru 
Es ift alfo, wenn man für R und S bie Werthe ſetzt, 
(@+b+c)gh gh’a , (b+ c — 2a) ght 
a u) eg tr Tg 
und baher auch 
4arbtox=ä4hath(b+c— a)=hllatb+e 
und hieraus folgt endlich 
= Ho +b + 9 
4\atb+tc 

Wird alfo, um eine fommetrifche Bezeichnung einzuführen, 
der Abftand ber Kante Aa von der gegenüberliegenben Fläche, 
alfo h mit A bezeichnet, fo ift der Abftand des Schmwerpunfe 
tes von eben dieſer Fläche 

A/2a+b+ec 
“= 26 Fb+ =) . 

Aus bemfelben Grunde ift, wenn man ben Abſtand 
Kante Bb von ber Fläche AacC mit B bezeichnet und t 
Abftand bed Schwerpunktes von eben diefer Fläche mit x“, « 
j B @ +a=+ 9 


MD Tarec 
atbtre 


4 


164°, " Dritter Abfchniet. . 34. 
zen ift enblich 


„a +b ++ ab+ac+bec) sing, 
»4la+b+re) 


$. 34 
Einige Aufgaben zur Hebung. 

1. Zieht man von einer Ecke A eines regelmäßigen Viel 
ecks, Zig. A1., einen Durchmeffer AM und verbindet die Hals 
birungäpunfte zweier, in Beziehung auf biefen Durchmefler 
gleichliegenden Seiten der Figur, 3.3. a mit b, fo ift ber 
Punkt x, in welchem die Verbinbungslinie ben Durchmeffer 
fchneibet, der gemeinfchaftliche Schwerpunkt ber beiden halbirs 
ten Seiten AB unb AE, und eben fo ift y ber Schwerpunft 
der beiben Geiten BC und ED x. Nennt man nun AB 
und AE bad erfte Paar, BC und ED das zweite Paar Sei⸗ 
ten bed Vielecks, fo Iäßt fich eine allgemeine Formel für den 
Abftand z bed Echwerpunkted des mten Paares diefer Seiten 
von A angeben, wenn man weiß, baß bad Vieleck n Seiten 
hat und den Durchmeffer ded dazu gehörigen Kreifed AM =2R 
kennt. Welches ift dieſe Formel für n=2p, und welche Form 
erhält biefelbe fürn = 2p +1? 

2. Iſt bie Lage aller Eden einer Figur burch eine 
Abſciſſenlinie beftimmt, alfo z. B., Fig. 46., die Lage bed Punkte 
tes a durch ma’ = a’ und ala = a”, eben fo bie von b 
durch b‘ und b”, die von c durch c/ und c“ ıc., und man 
ſetzt die Koordinaten für die Lage des gemeinfchaftlichen Schwers 
punktes der Fläche der ganzen Figur x und x“, fo find dieſe 
vu die Gleichungen beftimmt 

@ +e’+d‘)-Aade+(a’+b/+dY)-Aabd+(b’+c’+dN)-Abcd... 








3 x abede... 
und 
„(a re+d%)-Aadexa“+b‘4d)-AabdHb ‚Aabd+{b”+e’+d)-Abed... 
FxXabede.. 


3. Wie laͤßt fich der Abſtand des Schwerpunktes bed 
Umfangs eined Dreiecks von irgend einer beliebig in ber Ebene 
des Dreiecks angenommenen Abfciffenlinie angeben, wenn man 
die Lage ber drei Eden des Dreiecks abc durch bie Coordi⸗ 
naten a‘, a”, b‘, b”, c’ und c” auögebrädt kennt ? 
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4. Es foll angegeben werben, wieviel. ber Wbftand bes 
Echwerpunfted der Fläche eined Dreiedd von bem bed Um⸗ 
fangs deſſelben beträgt. 

5. Aus einem Prisma iſt concentriſch eine Pyramide 
hinweggenommen, ſo daß beide eine gemeinſchaftliche Axe der 
Schwere haben uud die Grundflaͤche der Pyramide der des 
Prisma concentrifch iſt; welches ift die Formel für den Schwer⸗ 
punkt des ausgehöhlten Körpers? 

6. Welches ift der Schwerpunkt einer ausgehöhlten Py⸗ 
samide, wenn concentrifch aus derfelben ein Prima hinweg⸗ 
genommen ift, fo daß die Grundfläche des Prisma der der 
Pyramide ähnlich iſt? 

7. Aus eines abgeflumpften Pyramide ift concentrifch 
ein Prima hinmweggenommen, deſſen Grundfläche den beiden 
des abgeflumpften Körpers ähnlich iſt; wie liegt der Schwer» 
punkt des auf diefe Weife auegehöhlten Körpers? 

8. Durch welche Formel wird ber Schwerpunkt einer 
Sugelzone beftimmt? 

9, Es ift agb, Fig. 54., ein Durchfchnitt einer Halb⸗ 
Iugel normal auf der Grundfläche berfelben, c ift ber Mit: 
telpunft und a=cg=cb=R der Radius; ferner ift 
dpge ber normale Durchfchnitt eined concentrifchen Cylinders, 
beffen Axe cm = h mit ber Ure cs ber Halblugel zufams 
menfällt, und der Radius der Grundfläche deſſelben ift cd 
a ce =r. Es foll ber Abſtand des Schwerpunfted = x von 
e für ben Körper PR werden, welcher übrig bleibt, 
wenn aus ber Halbkugel G ber Eylinder C hinweggenom⸗ 
men wirb. 

Die Gleichung. ift bier 


4 
oder gu — A). se Rn _ ehe 
und (SR? — 12r°b) 35 38 — Gr’h 
—26— 212?) 
folglich ift x 1aR’— 3°) 
Welches iſt nun aber die Formel für den Fall, wenn 
der Cylinder burch die Halbkugel hindurchgeht und alfo außer 


‚166 _ 
dem Cylint 
ber Kugelal 
10. ( 
läßt ſich in 
ameivolfftän 
des erſten 
thematik fü 
punktes ei 
Pyramide, 
Es ſoll nu 
punktes ein 
abgeleitet ı 
14. 
ten Parallı 
12. | 
gelabfchnitt ju, vup vie Srue ven wugepumppien wege vor 
längert den Bogen bed Abfchnittes berührt; es foll der Schweu 
punkt dieſes Körpers beftimmt werben. 
Anmerkung. Mehrere hierher gehörige Aufgaben findet man nd 


in dem vierten Kapitel des Handbuchs der Statik feſter Kityer 
von Edtelwein. 


$ 35. 

Analptifche Formeln zur Beſtimmung bes Schwerpunftel, 

Die Lage des Schwerpunftes irgend eined Syſtems von 
ſchweren Punkten läßt fich in allen Fällen durch drei rechte 
winflige Coordinaten beſtimmen, und jede diefer Drdinaten 
wird erhalten, wenn man, in Beziehung auf eben biefe Drdis 
natenare, die Summe der Momente aller Theile durch bie 
Summe ber Theile theilt. Der Gebrauch diefer Regel wir 
beſonders dadurch einfach, daß fie immer nur bei homogenen 
Körpern angewendet wird, alſo bei folchen, die ald durchge⸗ 
hends von gleicher Dichtigkeit angefehen werden, bei denen dos 
ber immer das Gewicht dem Kubifinhalte proportionirt ift, und 
mo alfo auch ber Inhalt ftatt der Schwere in Rechnung ger 
bracht werden Tann. 

Iſt ın, Fig. 55., ber Anfangspunkt dreier rechtwinkligen 
Coordinatenoxen mx, my, mz, wo z normal über m liegend 
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gebacht werben muß, fo daß alfo zuı auf der Ebene des rechten 
Binfeld xmy normal ift, fo find hierdurch drei normal fich 
khneibende Ebenen 2my, zum und xıny ihrer Rage nach bes 
kimmf. Irgend einem Körper V fomme nun bie Eigenfchaft 
ja, daß, wenn man für eine Abfeiffe mx—=x eine Ebene durch 
x parallel zu zmıy legt, Bicfe denfelben in einer Fläche = X 
ſchneidet: fo kann der Inhalt diefer Fläche, in fo fern fie ale 
materiell angefehen wird, durch Xdx auegebrüdt werben, und 
dad Moment berfelben in Beziehung auf die Are mix ift 
m xXdx; folglich erhält nıan die Summe aller Diomente bes 
Körpers burch den Ausdruck /xXdx, und die Summe aller 
Theile deffelben ift = /Xdx = V. Soll nun mx = x‘ bie 
Abfeiffe für den Schwerpunft dieſes Körpers fein, fo ift 
| vo BE: _ xxdx 
x 


an 





5 





wo jedoch V immer nur den Theil des Korpers bedeutet, wel⸗ 
cher zu x gehoͤrt, der alſo feiner Größe nach durch x und X 
beſtimmt 


Wird ferner der Koͤrper V für die Abſciſſe my = y, 
wenn man durch y eine Ebene parallel zu znıx legt, in ei« 
ner Fläche — Y gefchnitten, fo if der Inhalt diefer materiel⸗ 
len Zläche = Ydy und ihr Moment = yYdy. Die Summe 
aller Momente für die Are my ift daher = /yYdy, und bie 
Summe aller Theile ded Körpers = Ydy = V. Iſt fonad) 
my‘ == y‘ die Abſciſſe für den Schwerpunkt des Körpers auf 
des Axe my, fo muß fein 

_ IyXdy _ 2* 
y = Yay 


Wird der Körper endlich für mz = Nr wenn man burc) 

z eine Ebene parallel zu xmy legt, in einer Fläche = Z ge» 
fchnitten, und ift auf der Are mz bie Lage bed Schwerpunk⸗ 
tes durch bie of nz’ = 2° befiimmt, fo muß fein 

. f2dı _. JıZdı 

“= ld V 
unb biefe brei —8 für x‘, y’, 2’ find hinreichend, un 
in allen Zällen bie Lage des Echwerpunftes eines Koͤrpers ken⸗ 
nen zu leınen, wenn X, Y, Z als Sunctionen vom x, y, 2 
befannt find. 
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. Ai 
des Körpı 
ber auch 


eben fo if 


und man 


erläutern, 

ſeitiges J — 
die Linie md, welche normal auf der Ebene bmo iſt, ad 
bie brei Coorbinatenaren annehmen; ift nun für mx = 5, 
my=y. und mz =ın =z ber Werth von y ganz un 
abhängig von x und z, fo hängen biefe beiben letztern fo 


von einander ab, bag man z = Ir fegen kann. Nun il 
der zu mx—x gehörige Theil des Körperd mın= Aman x me 
=: flrme = 1, und es muß baher in ber Oli 


ji dv 
v 
gefegt werten V= 3283 ax = in 2,08 ia m 


dV= In zdr, und daher 





m ,„ By 
an: f 
Der zu my=y gehörige Theil des Körpers ift=Ambaxıd 
= &. y, wenn die Grundlinie mb bed Dreicdd mba = 
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len Curve 
= 5 gefe 
nirt iſt, \ 


J 2 

Mr 
$. 145. N 
Sür eine ( 


und bie £ 
* ab. 

2.1 
Big. 56, ; 
und dem Bogen mzb eingefchloffen wird, muß, wenn man 
biefe Fläche mit F bezeichnet, V = F und alfo dV = dF 
gefegt werben, und es ift daher 


Es ift aber für m = x und su = my = y in Bee 
„ bung auf die Ure mx ber Werth von F=mxu, alfo IF=(zu)-dı 


= yds, folglich wird F = /ydx, und daher f 


=. { 
J dx 

In Beziehung auf die Axe my aber iſt für ma = a der 
Werth von F = mavum, alfo dF = (uv) dy= (a—z)dy, 
alfo F= fa — x)dy, und daher ‘ 

‚_ha-ndy ! 
Y= andy 
Die Lage des Schwerpunftes ift alfo beftimmt, vol 
die Gleichung für die Curve, alfo die Abhängigkeit der Co i 
binaten x und y von einander gegeben iſt. 

Zufag 1. Der bier für y/ gegebene Werth weicht vi 
bem ab, der gemöhnlich für dieſe Größe gegeben wirb, 
daher fommt, daß hier einmal dF parallel zu y liegend, 
x zu beftimmen, und einmal parallel zu x liegend, um y“ 
erhalten, angenommen wird. Will man für beide Fälle, 
als parallel zu y liegend, alfo dF = (su)dx = ydx aı 
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‚ men, fo iſt zwar bad Moment von dF in Beziehung auf bie 
: Yre mx. x noch immer = xdF, alſo die Summe aller 
Momente 


d 
es /sdF == /xydx, unb beher x = BE 


aber in Beziehung auf bie Axe my =y iſt, weil der Schwers 
punkt von 0 in der Mitte diefer Einie liegt, dad Moment 


* dF 2 Y.ydx == * und die Summe aller Momente 


—RR weßwegen bei der Benutzung dieſes Ausdruk⸗ 


les * muß 
[y?dx M dx 
er ——— 

Zuſatz 2. Nimmt man bei der Beſtimmung des Schwer. 
punktes einer Fläche mabu, Fig. 55., ben Punkt a als den 
Anfangspunkt der Abfciffen, fo ift, für x=-ıundu=y, 
das Moment in Beziehung auf die Axe am = 

 x(xu)dx = xydı 
. ale bie Semme der Momente = /xydx, und in Beziehung 
auf die Axe ab iſt das Moment = y(vu)dy = /xdy, alfo 
die Summe der Diomente = /sydy. Daher ift in dieſem 





_. /xy% Axdy 
Eye DIS Tedy 

3. Kann man für eine Curve, eine Fläche ober einen 
Körper bie Lage einer Are der Schwere angeben, fo ifl, wenn 
man biefe ald bie Are für x annimmt, durch bie Beſtim⸗ 
mung bed Werthed von x’ bie Lage ded Schwerpunktes volls 
kommen beflimmt, und es iſt aldbann y’ == O und auch 
’=0. 

4. Bei ber Ableitung bed allgemeinen Werthes für x’ 
ift ooraußgefeßt worden, daß die Fläche X von der Are x 
normal gefchnitten wird; will man daher eine Are ber Schwere 
als Abfeiffenlinie annehmen, und ift diefe gegen die Fläche X 
unter einem Winkel = gp’geneigt, fo muß hierauf zwar bei 
der Ableitung bed Werthes von x’ Rüdficht genommen wers 
den: auf dad Nefultat aber, alfo auf bie Formel felbft hat 


- 
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werben, welches entficht, wenn ber parabolifche Bogen mu, 
gig. 55., ſich um die Tangente my ald um eine Ure dreht. 
Hier ‚liegt der Schwerpunkt in ber Drbinatenare my 
umd es ift Die Lage beffelben durch die Gleichung beftimmt 
JyYdy 
| = "ar 
| Run if Y = (yu)’r = x?n, und weil y? = px, fo wirb 


a0 Yarm, folglich if 


7 
vl Iy°ay Bar 
‘ — — Iyrdy  iy’ j 


u „--rn.n,,0s 
0 


4. Iſt mu din sog, my "eine Tangente beſſelben, 
und ſoll der Schwerpunkt des Konoids gefunden werben, wel⸗ 
ches entſteht, wenn der Bogen mu ſich um feine Tangente 
‚ Url, fo ift für ben Rabius=R, mx=x und my = y, bie 

y’ = 2Rx — x? und bie Zläche Y = x’n. Aus 
Der Bleichung aber folgt x = R — V(R? — y?), und es if 
[ —* weil der Schwerpunkt in der Axe my liegen muß, 
— ———— 
. Si JIR— vr — „Pay "N 
iſt 2 a — y® — 2RyV(R? — y?)]dy 


2 
ze Riy' — „man + Const 


der Ausdruck evt bie Summe der Tomente welche =0O fein 

uf, für y 0, und e iſt daher Const = — iRe. 
Ferner if N = /f2R? - y? — A — J 

ze 2R’y — ijyr — 2R/dyV(R’ — y9 

. yV(R’ — Y)ı N dy „| 

2R’y — — RT + TR — 


> 2R?y ij’ Ryv®@’—y) — R’Arc sin + C 


j 








. R 

Ausdruck für den Kubilinhalt des Konoids, der ebenfalld 

"+0 werden muß, wenn man y == 0 feßt, und es iſt daher 
zu (), 


ww. 
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in ber Ebene zxt liegen, und es wuͤrde baher nöthig fein, auch 
noch die Werthe von y’ und z“ zu ermitteln, wenn nicht 
nachgewiefen werben Fönnte, daß der Schwerpunkt in ber Li⸗ 
nie zu liegen muß, welche ben Augfchnitt zxt halbirt. Die 
Richtigkeit biefed Satzes ergiebt fi) daraus, daß die Durch 
mzu gelegte Ebene ben Konoidenaudfchnitt in zwei gleiche 
Theile theilt, und baher eine Ebene ber Schwere ift, in wel- 
ches der Schwerpunft des Körpers liegen muß: ba nun bers 
felbe auch in dem Kreisaugfchnitte xzt liegen foll, fo liegt er 

nothwendigerweiſe in ber Linie xu. 
Wird zxt ald eine materielle Fläche angefehen, und foll v‘ 
der Schwerpunkt berfelben fein, fo iſt, nach 8. 32. Aufgabe 5., 

2C 
xv’ = v/ == Zi 

und es ift hier C die Sehne bed Bogend st=2Reinzm, R=y 


und die Länge bed Bogend t= A = 320° 2Ra, folglich ik 


Yon Ay*sinzm _ 2ysinzm 


m m 
3» 360 . 2y 3» 360 :T 
Der Inhalt der materiellen Fläche zxt ft-Ze * 
und daher bad Moment berfelben 


in! 
Vz = 2ysinzm m 
3. 
360 


Die Summe aller Momente ber materiellen Flächen, aus wel⸗ 
hen der Konoidenaudfchnitt beftcht, ift alfo = Sein am/y°dz 


und biefe busch den Inhalt des ganzen Koͤrpers — 3 EG - a/y?dx 


getheilt, giebt den Abfland bed Schwerpunktes des Ausſchnitts 
von ber Axe ma; es ift alfo, wenn man diefen Abftand=z’ feßt, 
_2sinjm/y*dx 

3°» 5 ſyrdx 

durch x’ und z’ ift nun bie Lage bed Schwerpunktes voll⸗ 
kommen beflimmt. Uebrigens ift bei dem Gebrauche biefer 
Formeln zu berüdfichtigen, daß m bie Größe des Bogens zt 
in Graben ausgedruͤckt angiebt; ſetzt man alfo für den Radius 


360 7 rd 


«y’s.dx = yꝰ sin jm · dx 


= 
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1 bie! 
und ed ifl 


1. 
gelausſchn 
Wirt 
Grundflaͤc 
und ben | 





I Si u RK jed 
Asine d 5x _ sinie 
a Ra a 
und dieſes ift die Formel für den Abftand des Schmerpunktel 
von der Are des Kegeld. 
Sür m = 180° wid «= a und sinfe = 1, alſo ij 





in biefem alle 2’ = 4 -y 


2. Die Lage ded Schwerpunfted von dem Ausſchnith 
einer Halbkugel fol beftimmt werben. 
Die Gleichung für den Kreis iſt y’ = 2Rx — 7’, ul 
man findet hieraus wie bei dem Kugelabfchnitte 
ı _hydx _ Rx — 3x 
= de — TER — ix 
ber Abſtand von ber Are aber ift 
_ Asife „fyrdx _ Asinje ,KORz — xfdr 


. . . 
* — 
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Es ift aber [ORx — Fe — 
3R — 2: * 2R 48. 
6 + 7) 8 * war = —5 
3 
— ER + DA 9 — or +? S-ArcsinversX 
folglich iſt | 
1. hung |” (3R?-+ 2y?) (R—x)y+ö3R‘ Arcsinvers | 
— 3R — 3x°) 





da 
_ sine = (3R?+2y) G - V BR Arcsinvers 2 
720 x? (3R — x) 

woburch bie Lage bed Schwerpunfted.eined Ausſchnitts von einem 
Kugelabfchnitte beftimmt if. Für x=R erhält man hieraus 
die Lage des Schwerpunktes von einem Augfchnitte der Halb: 
kugel, nämlich es ift 


vo} Rund?! singe SRiyr _ Isinde 





und für m = 180° wird « = n und sin ze = 1, alfo ift 
alsdann z/ = ER, für die Lage bed Schwerpunktes eines Kus 
gelquadranten. 

3. Soll die Lage bed Schmwerpunfted von dem Aus- 
fhnitte eines Paraboloidd beftimmt werden, fo ift die Gleis 
dung y = px und baher 


2 
x = ir ade ‚x 
und ! = Asin ge  J[y’dx _ 4 sin je  pif?dx 
3a Iy?dx 3 nfxdz 
ı 
Asindae pt? _ sin Jœ 
= 3 . ar = _— . sVpx 
16 sin de 
4 == _—_—__ 2 
nämlich es iſt z 15 y 
Y 16 
Fur m = 180° wird z’ = 1m Y 
$. 37. 


Uebungen zur Berechnung der Lage des Schwerpunftes 
materieller Flaͤchen. 
Nach $. 35. No. 2. if, wenn, Fig. 55., mx = x und 
u. u | 12 


. 
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ny=zxu 
Schmwerpun 


und man 
Werthes v 


Wie 
die Schwer 
zu beſtimn 

1. € 
der Scheits 
des Schwe 

Die( 
her wird 


ma=a, 
Schwerpun 
Trapezes b 
Bezeid 
ganzen Fiir 
und bie ve 
aller Coort 
mu=B 
x’B 

und hieraui 


zu 


180 


bie halbe 
es fol d 
dranten beftimmt werben. 
Wenn man ben Anfangspunft ber Abfciffen in m ı 
‘nimmt, fo ift die Gleichung für die Elypſe 


y’- cax⸗· xd 


— _ IkdxV (2ax— xꝰ) 
daher x⸗ — TVo) 
Nun ift für V(dax — u =Y 


IxdxV(2as — x) = — aſdxv2ax — 29) 











3 
und axvax — 39) = E 7 ) x435 Bern x 


— a 
=- (@ A)Y+ZAre sin vers = 
a 

folglich wird 


-W--aQa-)Y+je Arc sin vers © 





‘= 





=3@- x) Y-+ ja? Arc sin vers = 


und weil Y= 3 y, fo erhält man’ hieraus 
23 
u v * + @-a]+ +a° Arc sin ve 


Ha-n+} ip? Arc sin vers = 
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— y [3a? + ax — 23°] + 2ab Aresin vers x 


De a EV 


mama Hab Are in ven, 


Ferner if y = six _ a an Jar ie « 
I 2/ydx a 
_ b (ax? — !x°) 
2a/dxV(2ax — x?) 
bx? (3a — x) 


L — ——— — —— — — 
6a| — sa—ı)Y+ z Arc sin vers 3 
— b’s? (3a — x) 


Ja? [- (a— x) y + ab Arc sin vers | 


Zuſatz. Wird nun x=agefeßt, fit y=b, und 
man erhält aus den obigen Kormeln für diefen Fall 


4 b 
=alt _ 5) und y'-z 


Durch x! wird hier der Abftand bed Schwerpunftes von ben 
Scheitel auögebrädt und ber Abſtand von dem Mittelpunkt ift= 


4a 2a 
um ⸗ = — zu 2 — 
a x In I g 


man erhält alfo für den elyptifchen Quabranten ganz biefelbe 


Formel, * fuͤr den Kreisquadranten. 

5. Es iſt mu, Fig. 55., ein Kreisquadrant, x der Mit⸗ 
telpunkt des Kreiſes und my und uy find Xangenten an ben 
Endpunkten bed Bogens; ed foll bie Lage bed Schmwerpunftes 
der Fläche muy angegeben werben. 

Werden bie Coorbinaten für die Lage bed Schwerpunktes 
ber Fläche bed Kreiöquabranten mxu = B, in Beziehung auf 
die Axen mx, my, für ben Unfangepunft m mit x’ und y’ 
, aekhnet, bie bed Quadrats mxuy = A mit x”, y’ unb 
bie ber Fläche muy = C mit x“ unb y’, fo ift 

zB + x’ C = A und yB + y’C = y”A 


„xXA—xB y’A— 
es iſt alfo x TE nd yıuı „III 


182 — 


Nun iſt für den Radius des Kreiſes = R “ 
ren 
x· ⸗Rʒ y R 
Beim; A=-RudC-A-B=-R(1-7) 
«3 wird alfo, wenn man dieſe Werthe ſetzt, 
mon) Re B ı-7) 











vun 
n 
R (1-7 27 1 

10-3 

und daher 27 = (@ =) R 
4R 
ze — Ron nm 
ud yUY= 8 7 
RR?’ — In) 1-in 
- 2R 


alſo Sn 


$. 38. 


* Einige Hebungen zur Berechnung det Lage des Schwer— 
punftes krummer Linien. 


Nach $. 35. No. 1. find die Formeln für die Coordi⸗ 
naten bes nr einer einfach gekruͤmmten Curve 
„has ins 


Hier ift S bie * u zu x und y' gehkigen Bogens und 
dS = V[(de)? + (dy)?]. Nun fei 

1. mu, $ig. 55., ein Kreiöbogen, ma = R ber Radius 
und a ber Mittelpunkt des Kreifes, fo ift, für mr = x und 
zu = y, bie Gleichung y = V(2Rx — x?) ‘ 

Rd 
und daher dy = rn 2 ro) 
ba nun (dS)? = (dx)? + (dy)?, fo wird 
_ A? (dt _ Ridge 

(457 = (in! + Ari in 
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und ed ift biernach 
xdx 


=R [ — V(?Rx — x’) + R Arcsin vers 2) 


=R[-y+RArcsinvern | 


und S=R Arcsin vers = 


| "— Ry + R? Arc sin rn 
folglich wird x’ = — — 
R Arc sin vers — 


R 
_—Ry+RS _ y 
nämlich es iſt x = —gn N _ 2 | 
, _Rdx 
Rx 


und daher y’ = F 


alſo S: x — R:“ 
was mit dem bereits fruͤher gefundenen Reſultat uͤbereinſtimmt. 
2. Iſt mu ein parabolifcher Bogen, m der Scheitel und 
na bie Are, fo ift die Gleichung y? = px 
daher 2ydy = pdx und 4y?(dy)? = p’(d)x” 
nämlich es ift Apx (dy)? = p?(dx)” 


daher wird (d5)° = (dj? + PL _ (ER) (an) 
Es iſt alſo Mas = faxV (*E®) = fx Vie? + !pr) 


[24 P\yıa „Fe. 
G + R) Ver + ip) - cf V@° + Ipı) 


= (EHP\ ya _ Er ern tree| 
77 ) v@ -+ ips) z log vip 


ScHp\ 4x? | 
(Ge +m-ä Eu[v(e +3) + vs] 
„(ex + p au. _ PP, VRR) -T 

7 )vyerN)- log 73 } 
Da nun ber Werth von S, nach g. 115. des erſten Ban⸗ 
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bed ber Ue 
kannt if, | 
beftimmt.. 


v2 


3. 7 


y 
und bie Le 
Sehne bed 


S=2y2 


IV x _fAxV2Rx ;xVaRz _ 5 
ZVaRı  AVaRe = avähe 
Der Abftand des Schwerpunkte von dem Scheitel ift alfo 
dem britten Theile der Abfeiffe gleich. 


Ferner iſt ydS=[RArcsinvers Krvars-]xayV® 


R 
— NUR, dx Arc sin vers 
Vx 


‘- 





x 


R 





+ dıV2R (2R — 5) 
daher wird /ydS = 
RY2R Se Arc sin vers K + VaR » /(dxV(2R — 5) 


alſo, fir —=2 und daher Yx = VR- Vz und dx = Rd 


yds = nf Arcsinversz + V2R-/dxV(OR-3) 
Nun ift, nach Meier Hirſch's Integraltafeln Seite 289, 


* 
J7dz Arcsin vers z = Arcsinvers z/Zdz ———— 


und da hier Z = u = 23, fo ift /Zdı = 223 = av 


und es wird hiernach ı 
% 


186 - Dritter Abſchnitt. §. 38. 
S Rund y' = R Arc sin vorn 2- ÜR 
=R(a—j}). \ 

4. Die Lage bed Schwerpunktes eines elyptifchen Bo⸗ 

gend läßt fich auf folgende Urt befiimmen: 
Es ift, wenn, Sig. 55., ma = a bie halbe große und 
ab=b bie Halbe Heine Are Bedeutet, für mı=x und su=y 

die Gleichung für bie Eure 


Fein) 


bh 
alſo iſt yjdy az (a— v) de 
und daher y’(dy)? = I (a — a)? (da? 
und y’(dx)? = * (Lax — x?) (dx)? 
biemach ik y IAy + (day] = y as 
— (a - 3)? + a?(2ax — 2?)] (dx)? 
und PR 
yas = BEE Ya + 2a - B)x— @ br] 
mich es ift, wenn man zur Abkürzung einffweilen 
— b’=n? fegt, 
u = nis V(a?b? + 2amꝰx — m?r?) = Bir vX 
Nach Meier Hirf)e Sntegraltafeln Seite 195. aber ift, wenn 
man für die Coefficienten. die hier fich ergebenden Werthe fegt, 








— 2m?x + 2am? — 4a?b?m? — 4aꝰmꝰ (dx 
/dxvx = m VvX+ * * vr 
-_a-x a2bt + m) 
gr — * 
a—xı ix 
--Zin+z/f%x 


und nach Seite 15. iſt 
dx - 1 Arcsi 2m’x — 2am? 
Yx zn rem V(4a’m‘ + 4a?b’m?) 
1! ._mk—a _1 .m(t—a) 
in Arcsin Vera’ +) m Arc ein =, 
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Es iſt alfo 
/yds = * VE 





b a— m(x — 2) 

4 [- ( 5 )Vx +. 2 Arcsin” + Const | 
unb weil für x = 0 au S und eben fo pas ='0 werben 
muß, fo ift 


Bla ya, 
al-a va +. J— 





me. Cona] =0 


alfo Const ab _ — _ Arc sin — = 


2 * 
Hiernach iſt /ydS = 








7 ab tyx+ m (Are sin ie 2) — Arc in") 

a2 a 
b? b(a—x a?b . m(a— 

“77 | 3 —* 5m (Arc sin —— 


ein Ausdruck, der ſich noch auf folgende Art etwas abkuͤrzen 
laͤßt. Dean feße 
Arcsin — = g und Arc sin m(a — 2) = 
a a 


av 





alfo r = sinp und AL m sin ⸗ 
fo ift sin(p — %) = sing cosy — cos siny 


_ vt- ie _ )- E — art _ =.) 


— = Va — ma? + 2am’ı— m’ı?) — nen V(a'—m’) 


= Web’ + 2an’s- ir) —(@-n)b] _ 
= 3 [YX-(@e-s)b] 
Daher ip — y = Arc PERS 
| = Arc sin ? — Arc sin MEI 
und fonach auch 
(vis = 5 [9 - (SF )VRrE Arc N] 
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der Curve; 2) für bie durch einen Bogen und bie dazu gehoͤri⸗ 
gen Soordinaten eingefchloffene Fläche; 3) für das hyperboliſche 
Konoid und A) für jeden Ausſchnitt beffelben. 

Da die Gleichung mit ber für die Elypfe gleiche Form 
hat, und fich nur Durch dad Zeichen von x? unterfcheibet, fo 
laſſen fich die gefuchten Formeln eben fo wie bei jener Curve 
ermitteln, nur kommt man hier bei ber Integration, auf nas 
türliche Logarithmen. 
| 2. Für die Curve mb, Fig. 57., ift die Gleichung zwifchen 

den rechtwinkligen Coorbinaten ma = x und ab = y gege= 
ben, unb m’b‘ ift eine zweite Curve, für welche Die Gleichung 
zwifchen ben Coorbinaten m’a = x’ und ab’ = y’ gegeben 
fl: es dreht ſich die Fläche mbb’m‘ um die Are ma; man 
fol nun bie Lage bed Schwerpunktes des dadurch erzeugten 
hohlen Koͤrpers angeben. 

Da der Koͤrper durch Axendrehung erzeugt wird, ſo liegt 
der Schwerpunkt deſſelben in der Linie ma, und dieſes iſt auch 
der Fall mit den maſſiven Koͤrpern, welche von den Flaͤchen 
mab und m/ab‘ befchrieben werben. Es ſei der Inhalt des 
maffiven, durch mab befchriebenen Koͤrpers = V, und ber 
des Körperö, welcher von m/ab‘ befchrieben wird, = v; mithin 
der Inhalt des hohlen Körpers, welcher der Differenz beider 
gleich fein muß, V — v. Der Schwerpunkt von V liege in 
z, ber von v in z’, und ber von V — v in 2; feßt man 
nun mz = z, mz’ = z’ und mz” = z”, fo iſt 

(V - V)r + ve’ = Vz 


Vz — vz’ 
und folglich z! = —7 
en. 
—— dx und V = afy’de 


eben fo ift Fe m’ u und ab’ = y’, wenn nm’ = a 
gefeßt wird, 


Y=a+r TE und v = zfly')’dx 
folglich ift, wenn man biefe Werthe feßt, 


u Afry?dx — [av + nf’ (dxꝰ] 
* 
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und weilx= x’ + a, fo iſt d« = dv’, alfo 


dx — afly)’dx — fr’(y')’dx 
—D—— 
nämlich es iſt 


———— 
ein Ausdruck, der auch unmittelbar haͤtte gefunden werden 
koͤnnen. 

"Sind nun 3.8. mb und m’b’ gerade Linien, fo entftcht 
ein eoncentrifch ausgehöhlter Kegel, und es ift, wenn die Are 
von V = h und ber Radius der Grundflähe = R, bie 
re von v=h—a und ber Radius ber Grundflähe =—r 
gefegt wird, 


beneriyapy= 
mh-arr=xıy,aey-; Tl =1Emd 


a h-a 
folglich wird 
= _r(£-a) 
* =] dx _P 
nt Pam Oo 
, IF- | 
und man findet 


r 
P= x Jsdx — vn [® — 2as? + ats) dx 
Rx a ad? 
u mn ame +7 ) 


wQ=n Rp di — Peer), * SR? — Zax + ar) de 


—* a 3 

Sm-oon Er) 
wodurch alfo der Werth von z” vollfommen beftimmt iſt. 
Es fei ferner mb eine Parabel und m/b‘ eine gerade 


Kinie, fo ift 





= 








em a) 


y-ımy= Ka 
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Fl - - a)“ 


folglich 2” = 7 
| Ip - gm &- 9] 
x° r? xt 2a ar? 
3. Gh - (7 - 3.3 
= -5 5(5 — a? + 2’) 


im — a)’ pr? — Ir’? Barꝰxꝰ + Ga’r’x 
— 6&(h — apx — Ar?x? + 12ar%x + 12a”? 
für x = hund a—= 0 wird nun 
Aph‘ — 3r?h’ _ Aph” — Ir’h 
6ph?’ — Ar? Gph — ir? 
wo de Spite des Kegeld in dem Scheitel des Paraboloids 


"hr r=p if ferne 


= 


zu — h(4h — 3p) 
) ch — 4p 
und foll auch h= p fein, fo wird 
= P 


Zuſatz. ft mnb,' Fig. 57°, ein parabolifcher Bogen, 
m ber Scheitel, mc die Are, ma = ab = p ber Parameter 
derfelben, und man zieht die Sehne mb, fo hat der Körper, 
welcher entſteht, wenn bie Fläche mbu um die Are mc fich 
dreht, Die Eigenfchaft, daß für mx = az ber zu mx gehörige 
Theil des Körperd mit dem zu az gehörigen Theile gleichen 
Kubikinhalt Kat. 

3. € iff m ber Scheitel, mb ber Bogen und ma, 
Fig. 57., bie Are einer Parabel, und m’b‘ ift ein Kreidbo- 
gen von ber Urt, daß m’a durch ben Mittelpunft des Kreifes 
geht; es foll die Lage des Schwerpunktes von dem hohlen 
Körper angegeben werden, welcher entfteht, wenn bie Flaͤche 
abb’m‘ fich um bie Ure ma breht. | 

4. Ein Körper befteht aus zwei Theilen A und B von 

> verfchiebenem fpecififchen Gewichte & und A, die Rage ber ' 
Echwerpuntte a und b, Fig. 37., diefer Körper ift durch die 
kosbinaten ma’=a‘, ma’ =a”, mb’ = b’/ und mb“ = b” 


— — 
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beftimmt; 
punkte c 
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thuͤmliche 
deſſelben, 
dieſe Wei 
und das 
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ber bie € 
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ab der Abflanb des Schwerpunktes von G, nech g. 33. Auf⸗ 
abe 3., = 
h —* + 2Rr + är? pr 
4 (Fr R+Rr+n},) 
Bird alfo ber Abſtand bes gemeinfchaftlichen Schwerpunkts 
son G mit x bezeichnet, fo iſt 
a’Au + b’BA 

— Ar + B£ß 

nämlich es ift 
x (A@ + BA) = a’Aa + b’/BP 
alfo wenn bie Werthe gefegt werben 
x[ er’hz  Ph(R’ + Rr+r)n] _ 
3 








5 

erhz hy/R?+2Rr+3r\ AhR’+Rr-+tr)n 
+) ZR_, 6 Bi+Rrtr ). 3 
nämlich es ift 

—F RFVM 

363 —2 r) 
RB)rbG + 2Rr + Ir’) 
iR—n) 3R—n) *7 2 

Hierand folgt 


sm +BR- N) R+Rr+m)=> 
IR — 7) [er’ (AR — 37) + 6 (R— r)? (BR? + 2Rr + 3r?)] 


ed ift alfo 
h [= (AR — Ir) + 2 (R — rn) (R* +2Rr + 3) 
- al erw 1 
5. Ein Kegel befteht auß zwei Theilen A und B mit 
dem fpecififchen Gewichte & und 4, und ihre gemeinfchaftliche 
Fläche ift parallel zu ber Grundfläche G des Kegeld, beren 
Radius = R fein fol, die ganze Höhe des Kegelö ift = H; 
es foll bie Hoͤhe ber beiden Theile für ben Fall angegeben 
werben, daß ihr gemeinfchaftlicher Schwerpunkt in der ges 
meinfchoftlichen Berührungsfläche ber SCheile liegt. | 
6. Die Curve mub, Fig. 55., dreht ſich um die Axe ma; 
es foll die Lage des Schwerpunkte ber krummen Oberfläche 
des dadurch erzeugten Körpers angegeben werben. 
Zür mx=x, su=y und bie Länge bed Bogend mu = S 
IE. 43 
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iſt der Umfang. des durch ben Punkt u befchriebenen Kreis 
ſes = 2yr, und bie Fläche eines ſchmalen, an biefem Kreiſe 
anliegenden Guͤttels ber krummen Oberfläche wird baher 
= 2yr x dS, folglich ift das Moment deffelben = 2xyrdS 
and-alfo. die Summe-aller Momente = 2n/sydS. Iſt nun 
. x der Schwerpunkt ber Frummen Oberfläche, fo wird für 
ınz‘ = x‘, wenn ber Inhalt der krummen Oberfläche mit T 
bezeichnet wird, 
PORN Anhyis 
ober weil T he = 2n/ydS, fo ift 
= + (dy)] 
— ras — yVIa)°F day] 
Beitpiete Iſt mub eine gerabe Linie, alfo ber erzeugte 
Körper ein Kegel, fo wird für ma = hunab=R 


KıR=zıyalfoy= Hundäy=R. de 


folglich if dS = VIA? + (dy] = deYl1 + Br R 
Va +R) 
h 
Rx dxV(h’+R?)  RV(h’+R? 
und daber /syds=/e.3E « ern VER) Auds 
— Ravar + R) 


3h? 
und Has = fe . avan #R)_ RUM + R) par 


= Rx?V(h? + R°®) 
a 
Es ift alfo x = x ober fuͤr x ⸗ h 
v-h. 
Der Schwerpumkt der krummen Oberflaͤche eines Kegels liegt 
alſo in einem Abſtande = 3 der Are von ber Spitze beffelben. 
Es ſei mub, Sig. 5, ein Viertelskreis und ber Radius 
deſſelben = R, fo ift die Gleichung 
y) = AR — , alſo ydy= (R— x) dı 


Bir Ray ESTER 
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zunft ſei in g und bie Senkrechte von biefem Punkte auf 
ven Horizont treffe bie Grundfläche in a Dean ziehe ab 
sormal auf mn und verbinde g mit b, fo ift audy gb nors 
mal auf mn, und in. bem rechtwinkligen Dreied gab ift 
Lgba <90°. Soll: nun ber Körper umfallen, fo daß er hiers 
bei fich um die Kante mın dreht, fo muß der Schmerpunft g 
einen Kreiöbogen befchreiben, und es iſt bg der Radius und 
b der Mittelpunkt deſſelben. Während des Umfallens wirb 
sum g einmal eine folche Lage bekommen, daß er fich normal 
über dem Punkte b befindet, und es ift alddann ber Abſtand 
beffelben von b = gb >ga. Der Schwerpunft muß alfo, 
bi er in biefe Lage Fommt, fteigen, fich alfo mehr und mehr 
son bem Horizonte entfernen, was nur durch eine Kraft bes 
wirft werben kann, welche wenigſtens zum Theil der Schwere 
entgegenwirkt. Da nun hier Beine befondere auf ben Körper 
wirkende Kraft vorausgefegt wird, fo kann ein folched Steis 
sen bed Schwerpunktes auch nicht erfolgen, und folglich der 
Körper nicht fo fallen, baß er dabei fich um bie Kante nın 
dreht. Da nun baffelbe von allen übrigen Kanten bed Koͤr⸗ 
pers, mit welchen berfelbe auf dem Horizonte aufliegt, ebens 
falls gilt, fobald a innerhalb ber von dieſen Kanten eingefchloffes 
nen Figur liegt, fo folgt, baß ber Körper überhaupt nicht fals 
im Tann. Liegt der Schwerpunkt des Koͤrpers aber in g/, fo 
bag g’ba >90°, fo befchreibt der Schwerpunft bei dem Fals 
in um mn, wenn die Grundfläche des Körpers rechtd von 
nm liegt, einen SKreißbogen (deffen Radius bg‘ und beffen 
Mittelpunkt b if), von welchem jeder folgende Punkt dem 
Horizonte immer näher liegt, und da eine folche Bewegung, 
durch die Schwere allein, ohne alle Beiwirfung irgend einer 
andern Kraft erfolgen kann, fo ift der Körper auch nicht ger . 
gen bad Umfallen gefichert. Diefes führt zu dem bereitd ans 
gegebenen Refultate: Sobald die Senkrechte von dem Schwer: 
punkte g eined Körperd auf ben Horizont innerhalb der Grund⸗ 
fläche deſſelben fällt, ift er gegen das Umfallen gefichert: fällt 
Diefe Senkrechte aber außerhalb der Grundfläche, fo muß ber Koͤr⸗ 
ger umfallen. Als Grundfläche ift hierbei aber immer die Figur 
enpufehen, um beren Seiten, ald um Kanten, ber Körper bei 


| Denn Umfallen fich brehen muß. Iſt alſo 3.3. ein Körper auf 


| 


RK 
r 
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== V, fo kann, weil bie Wirkung einer Kraft durch Verlegung 
red Angriffspunktes, wenn er nur in derfelben Richtung 
bleibt, nicht geändert wird, V auch in irgend einem Punkte 
der verlängerten Vg ald wirkend gebacht werden. Grrichtet 
man alfo in b eine Senfrechte, welche die verlängerte Vg in 
d fchneibet, fo kann V auch ald an dem Punkte d nors 
mal gegen bd wirfend gedacht werden. Faͤllt man ferner 
von. dem Schwerpunfte g auf den Horizont die Senkrechte 
ga, fo giebt biefe die Richtung, nach welcher der Schwerpunft 
mit dem ganzen Gewichte ded Körper = P gebrüdt wird, 
und ed Bann daher P auch ald auf a, normal gegen ab wir: 
kend angefehen werden. Bei dem Umwerfen des Körpers 
deeht fich derfelbe um b, während ber Winkel abd unveräns 
bert bleibt; foll alfo V gerade zum Ummerfen hinreichen, fo 
muß biefe Kraft mit P im Gleichgewichte fein: die Abhaͤngig⸗ 
Beit beider von einanber ift alfo burch den gebrochenen Hebel 
abd, von welchem beide Kräfte normal gegen bie Hebelarme 
wirfen, beftimmt. Die Bebingungsgleichung für das Gleichs 
gesicht iſt alfo 
(ba) - P= (bd) - V = (ga) - V 

nänıfich es ift, wenn man bie Höhe bed Schwerpunktes aber 

dem Horizont, alſo ga = g, und ben Abſtand bed Punktes a, 
in welchem die Senkrechte von g ben Horizont trifft, von 
b= a feßt, 

aP = gV 


und demnach folgt für bie Stabilität V = 7 


Hieraus geht nun hervor, daß die Stabilitaͤt, direct dem 
Gewichte bed Koͤrpers und dem Abſtande bed Punktes a von 
ber Kante, um welche er bei bem Umwerfen fich drehen muß, 
proportionirt iſt; daß aber bie Stabilität deſto geringer wird, 
je höher g liegt, je weiter alfo der Schwerpunkt von dem Ho⸗ 
rigonte entfernt ift. 


Ve 7 ſo reicht die geringſte Vermehrung der 


Kraft V Hin, um den Koͤrper umzuwerfen. Iſt a = 0, fo 
wirb auch V = O0, und es hat alddann der Körper gar 
keine Standfeſtigkeit, er wirb durch bie geringfie Kraft unge 


⸗ 
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ders iſt alfo ber dritten Potenz bed Radius ber Grunbfläche 
»osortionirt. 

Zuſatz 3. Wenn die Grundfläche ein Dreieck ift, bie 
Srundlinie beffelben, worunter hier die Seite verftanden wird, 
ım welche bas Prisma bei dem Fallen fich dreht, = 1 und 
tie Höhe — b, fo wird G = zlb und a = }b, alfo 

_ 1b? _ 2Gb 

375 
Bei einem Sefmenten Werthe von G ift alfo bie Stabilität 
defto größer, je größer der Werth von b ift, und ba 1 deſto 
Heiner fein muß, einen je größern Werth b hat, fo folgt, daß 
ein breifeltiges Prisma nach derjenigen Richtung die größte 
Stabilität Hat, auf welcher die Seite ber Grundfläche am 
liinſten iſt. | 

Aufgabe 2. Ein normales vierfeitiged Prisma ruhet auf 
einer der Seitenflächen, welche alfo ein Rechte ift, und ber 
normale Querſchnitt ift ein Paralleltrapez abcd, Fig. 60., von 
der Urt, daß, wenn man bie Halbirungspunfte e und f ber 
beiden parallelen Seiten verbindet, dieſe Werbindungslinie ef 
fentrecht auf ab flieht, es foll die Stabilität dieſes Körpers, 
in fo fern er um eine ber an a und b anliegenden Seiten 

gebzeht werben foll, angegeben werben. 


Aufldöfung. Für ab=a, cd=b, ef=h und bie Länge 
bed Prisma =1 ift, wenn g der Schwerpunkt des Querfchnitts 


abed fein foll, in ber Formel V = = 
p-E+FD! 5.- (fa) = ka 
(a-+2b)h 





und g = (ef) = Farb) nach $. 32. Aufgabe 4., und es 


ı. @+b)hli (a+2b)h 
WR daher V == ja. — — sa+b) 
Zal (a + b)? 
alle V = 4 (a + 2b) 
Ufo auch Hier ift die Stabilität, fo lange bie übrigen Dis 
wenfionen unverändert bleiben, von ber Höhe cf = hun 
abhängig. 
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Ba 
pipebon 
wie bei 
Bir 
für bie.€ 
Seitenfl! 
Dreied ı 
3uı 
: gleicher ; 
Känge 1 dieſelbe, ſo wud die Grundunie = m 
Stabilität W ift in biefem Falle 
a+b @+bil 
7 (a + bj? 
Lie m 977 
3alca+b)? (a +bi1 





folglich ift V: We Ta Hab) 7 
a V:W=3a:a+ 2b 
. Iſt nun ab größer ald cd, alſo a> b, fo if a 
V> WW; hieraus folgt, daß eine Mauer, deren Querfchn 
ein Paralleltrapez if, immer eine größere Stabilität hat, ı 
eine folche, deren Querfchnitt ein Rechte ift, wenn beide gl 
chen Kubifinhalt ꝛc. haben. 
Züra = 2b wird V:W=3:2 
und für a= 3b nid V:W=9:5 x 
fe +b 
Zuſatz 3. Es iſt V- en = 3er 
find nun von einer Mauer, deren Querfchnitt ein Recht 
fein foll, die Dimenfionen A, hund 1, und man bezeidı 
den Kubilinhalt mit Q, fo wirb die Stabilität 
w=H:Q_2Q 


foll aber V= W fein, follen alfo beide gleiche Stabilität | 
ben, fo muß die Gleichung flatt finden 
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3a(a + b)P A 
2(a+ 2%) Q 
und daher P: Q = 2A(a + 2b) : Ja(a + b) 


ober auch CF Ppı : Abl = 2A(a + 2b) : 3ala + b) 
woraus folgt (a -+ b) : 2A = 2A(a + 2b) : Ja(a + b) 


und biefed giebt A = ( — V(; _ ) 
| Es wirb alfo auch 


| re Va) 


1 woraus hervorgeht, daß immer Q > P fein muß, fo lange 
a>bif. Soll Q = mP werden, fo muß 
1:m9 =a+ 2b: vJa fein, 


2m? 
alfo a = Gz)b 
muß alfo immer m < V3 fein. 

Aufgabe 3. aba, Fig. 61., iſt ber normale Quer- 
khnitt eined Prisma von der Länge = 1,: welches alfo auf 
einem Rechte aufliegt, deffen Dimenfionen 1 und ab = B 
find; man foll die Stabilität dieſes Körpers für den Fall an« 
geben, wenn verfelbe un eine der beiden an a ober b anlies 
genden Kanten gebreht werben foll. 

Aufloͤſung. Es wird hier voraudgefegt, daß die Senf: 
sechte ef aufab biefe Linie ſowohl, ald auch ©’ und «ß hal⸗ 
bist, und eö iſt daher, wenn b, k= H und kf=h 
geſetzt wird, der Inhalt des Theiles von dem Prisma, von 
welchem abb’a’ der Querſchnitt iſt, = Q = Bhl, und ber 
Inhalt des Theild, welcher AB zum Querfchnitt hat, 
= q == bHl. 

Liegt alfo der gemeinfchaftliche Schwerpunkt in g, fo iſt 


wa rer 


4 
BEbl h + bHI 2h + H) Bhe + 2bHh + bH? 
2(Bbl + bHI) 72705 +H DH) 
Ferner ift für die Schwere ber Kubileinheit = 1 das. ganze 
Gmiht P= Q + q = (Bh-+bH) 1, und der Ubftand des 
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Punktes f, in welchem bie Grundflaͤche von ber Senkrechten 
aus dem Schwerpunkte getroffen wird, von der Kante = (af) 
= a=;B. Da nun allgemein 
v-.® 
. -7 
ift, fo wird, wenn man bier die Werthe fett, 
Bh?-+2bHh+bH? B(Bh+bH)?l 
V=3B-(Bb+bH)l: gu pm) — BirH2bHh+bir 

Zufaß. Die Fläche des Querfchnittes it = Bh+bH; 
fol nun die Fläche eines Rechtecks von derfelden Höhe = el 
= H -+h eben fo groß fein, und man fegt die Grunblinie 
beffelben = ß, fo muß 

ß(H+hb)= Bh + bH fein, 
af = BR HbH 
H+h 

Die Stabilität W eined Prisma, welches dieſes Rechte 
zum Querfchnitt Hat, und beffen Länge ebenfalls = 1 if, 
wirb durch die Gleichung ausgedruͤckt 

18: ACH + hl (Bh + bH21 
w= Tarn "Ar nr 
ad B(Bh + bH)?1 @h + bHj?1 
+ bH} 
VEW en ob + be ey 
= B(H + h)? : Bh? + 2bHh + bH? 
= B(H + bh? : B(H + b? — (B— b) (2Hh + H’) 
Es ift demnach immer V > W, wenn B > b ifl, wie ſich 
von ſelbſt verficht. 

Man Fann alfo dadurch, dag man ben Zuß einer Mauer 
breiter ald den oberm Theil derfelben macht, ihre Stabilität 
vermehren, ohne daß ber Kubikinhalt größer wird. Zür H=3h 
wenn alfo ek = A(kf) ift, wird 

VW = 16B : 16B — 15(B — b) 
unditB=!b, aoB—b=!b, fo wird 
V:W=2:20-4=89:65=16:13. 
Humerkung. Dan vergleiche hiermit Eptelmeins Handbuch der 

Gtatit feſter Körper, Sb. I. 6. 166. Auch wird daſelbſt S. 163. 

seweigt, ums wiediel bie Stabilität eimer Mauer vermehrt wird, 

wenn man bei berfelben Gitrebepfeiler aubringt. 
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Aufgabe 4. Es ſoll die Stabilität eined auf ber Grund⸗ 
fläche aufliegenben Kugelabfchnitts beſtimmt werben. 

Aufldöfung. Der Abfland des Schwerpunkte von bem 
Scheitel des Abfchnittd ift, nach $. 36. Aufgabe 1., durch bie 
Formel beftimmt 


und es iſt baher ber Abſtand g von ber Grundfläche, weil in 
biefer Kormel bie Höhe des Abfchnitt8 mit x bezeichnet wird, 
, 8Rx — 3x? 4Rx — x 
BR Ö RO DR Gr MR— ix 
Zerner ift, wenn das Gewicht der Kubifeinheit = 1 ges 


13 
fet wirb, dad Gewicht des Kugelabſchnittes P= Ar 


und der Werth von a’ aus ber allgemeinen Formel V = ar 
iſt hier = o, wenn ber Radius der Grundfläche bed Ab⸗ 
ſchnittes mit o bezeichnet wird; es iftaber o= V(2Rx—x?), 
ſolglich wird 


Vo 6GR — x) zn , (4R — ı)x 


3 12R — 4x 
_ de(3R — rn _ A(dR — z)’ın 
= IaR-) Zar.) Veh x) 


der gefuchte Ausdruck für die Stahilität eines jeden Kugelab: 
ſchnitts. 
Zuſatz. Setzt man x=R, fo wird die Stabilität ber 
Halbkugel erhalten | 
16 36. 
va R-ygEn 
und weil ber Anhalt K der Halblugel, ber hier zugleich ald 
der Ausbrud für das Gewicht berfelben angenommen wird, 
8 
Ku =" 0, fo nl V= IK, 
naͤmlich et V:K=8: 53 
Sir x = 2R wird Vo 05 es ift nämlich die Stabilität ber 
ganzen Kugel — O, wie fich von -felbft verſteht, da biefelbe 
Immer nur mit einem einzigen Punkte aufliegt. 
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Der = (C H Cc) (c )a 


(CCTAGOC. 
und hiernach wirt 
vv... a. (C+Ho)(c+eo)-a 


ee 5 C+te+tojc-g 


es iſt 
V:V=(C+tc+tao)-c:(C+tco)(e+e) 
ce  C+e 
"ctraCrcta 
ber wirb (ca) =c + a = y gefeßt, fo iſt 


+C 
Y:Va2,°277 
y'y+rc 

run ift aber Cr DC 


u Q@ 
7+C°y 3 +0 °7G+Ö 
yofitio, fo lange C einen pofitiven Werth hat, b. h. fo lange 
ed unb ca’ auf entgegengefeßten Seiten von c liegen, und 
es iſt alfo unter biefen Bedingungen 7 I — > — folglich 
ach V’ >V, 

Die Stabilität wird alfo durch bie Verruͤckung bed Schwer⸗ 
punftes vergrößert, wenn bie verlängerte gg’ die Grundfläche 
früßer trifft, als die verlängerte aa’ die Kante, wenn alfo 
#c < ad. In dem umgekehrten Falle aber wirb die Stas 
bifität Heiner. Soll endlich V = V’ fein, fol nämlich die 
Stabilität nicht geändert werben, fo muß fein 

e_e+t 

y y+rC 
und biefeß. it nur ber Fall, wenn entweber c = y ober 
C o if, und weil y = c + «, ſo muß entweder & = 0 
der C = 0 fen. Für a = O liegt g in g, und es 
bat alfo Feine Weränderung ber Lage bed Schwerpunftes flatt 
gefunden, ımb für C = 0 mwirb de = 0, es ſchneidet alfo 
die verlängerte gg‘ bie Grundfläche in ber Kante mn. Dies 
fed führt zu bem Nefultate: Die Stabilität durch die Ver: 
rickung des Schwerpunkte wird größer, wenn c mit a auf 
derfeiben Seite der Kantenın liegt; liegen beide aber auf entges 
gengefegten Seiten. ber Kante, fo wirb bie Stabilität verringert. 

Uufgabe 8. Es iſt g, Fig. 64., ber Schwerpunkt ei- 

IL .. 14 





— 
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Me Grundflaͤche in ber Kante mn, fo kann durch dieſelbe bie 
Stabilität gar nicht aufgehoben werben :c. 
Aufgabe 9. Die Curve mub, Fig. 55., dreht fich um 
De Axe ma; ed foll die allgemeine Formel für die Stabilität 
ded hierdurch erzeugten Körperd angegeben werben. 
Yufldfung. Es fei a der Anfangspunkt der Abfciflen, 
die zu a gehörige Ordinate ab = R, ax = x, ız = y, und 
bie Abhängigkeit ber Coordinaten x und y von einander durch 
eine gegebene Gleichung beftimmt; g fei ber Schwerpunft bes 
Körpers: fo wird der Werth von ag = g durch die Gleichung 
auögebrüct 
Ay?’dı 
5 y?dx 
nach 6. 35. Zerner it a=R, Ind wenn die Kubikeinheit des 
Körpers zugleich ald Gewichtdeinheit angenommen wird, fo ift 
P = n/y’dx, und baher 


v-E_ Ra/yꝰdx: — Ard 





Jy”dx 
_ Ral/ytds]? _ Rfaly’de]? 
/xy’dx sılxy”dx 


Es if aber afy’dx = P md Aſxyꝰdx = S die Summe als 
ler Diomente ded Körpers, folglich if auch 
v= 
Die Stabilität eines Körperd wird alfo gefunden, wenn man 
das Quadrat feines Gewichts mit R multiplieirt und Das 
Produkt durch die Summe der Momente theilt. 
Zufaß 1. Die bier zuleßt aufgeftellte Regel läßt fich 


auch unmittelbar aus ber Gleichung V = * ableiten; denn 


da g ⸗ 4 ſo folgt, dag auch fein muß 


S aP? 
V= aP ; pP = F 
Zuſatz 2. Es ſei, Fig. 63., g der Schwerpunkt des 
Körperd A, und g der von B, bie Lage dieſer Schwerpunkte 
ſei in Beziehung auf die Are mn beftimmt durch die Coordi⸗ 
naten gr == g, ab = a, g/a = g’ und a’b‘ = a’, und bie 
14* 


4 
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Coordin⸗ 


und Bi 


Es 


und hier 


Zu 
= S(a) 
fo iſt ga 


wodurch bie Stabilität eines aus zwei heilen befichem 
ben Körper berechnet werben kann, und es iſt leicht einzufes 
hen, daß dieſe Formel auch für den Fall Gültigkeit hat, wenn 
ei Körper aus mehr ald zwei Theilen befteht. 

Anmerkung. Bei allen hier gelöften Aufgaben wurde ber Juhelt 
des Körpers für das Gewicht defelben genommen, und es if dir 
ber V dem Gemißte ei Kämes geh, deſen Inbalt = & 
und deſſen Maffe der des Körpers P gleichartig if. Soll V bir 
rect durch Gewichte ausgedrückt werden, fo muß, — wenn K den Su 
bifinhalt des Körpers bebeutet, das fpecifiiche Gewicht dieſes Lie⸗ 
pers = p ift, und das ‚Gewicht der Kubifeinheit = M gefat 
wird, — der Werth von V durch die Formel ausgedruckt. werde 

v-&#.n 
=2.p 
und es iſt nun eigentlich KpM = P das wirkliche Gewicht de ; 
Körpers, . 
| 
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| Vierter Abſchnitt. 


Erlaͤuterungen und Uebungen über verfhiedene noch 
zur Statik der feſten Körper gehörige Segenftände, 


6. 42, 
Die geneigte Ebene 


1. Jede Ebene, welche gegen den Horizont geneigt iſt, 
iſt eine ſchiefe oder geneigte Ebene, und der Winkel, unter 
welchem dieſelbe den Horizont ſchneidet, iſt der Neigungswin⸗ 
Bel gegen den Horizont. Dieſer Winkel wird zwar immer — 0 
and <IO0? vorausgeſetzt, doch gelten die für die geneigte Ebene 
abgeleiteten Formeln auch für einen Winket = 0° ober = 90°, 
alſo auch für horizontale und vertifale Ebenen. 

2. ft abed, Fig. 65., eine horizontale Ebene und wirb 
fie von einer andern «ßcd in der Linie cd gefchnitten, fo 
bifdet biefe leßtere eine geneigte Ebene. Zieht man nun in 
der horizontalen Ebene ab parallel zu cd und errichtet über 
ab eine Vertifalebene, welche die geneigte Ebene in «ß ſchnei⸗ 
bet, fo iſt &P parallel zu ab und zu cd. 

3. Iſt nun Zbed = 90° und durch be ebenfalld eine 
Bertitalebene gelegt, welche die geneigte in cA und bie abf« 
in b# ſchneidet, fo ift beA der Neigungswinkel der fchiefen 
Ebene gegen ben Horizont und foll mit 4 bezelchnet werben; 
bc aber ift der Neigungswinkel gegen bie Vertikale und foll 
mit a bezeichnet werben. 

4. Die Linie Ac ift die Länge = 1, be die Grundlinie = g 
und b9°= h die Höhe der geneigten Ebene. Die Linien und 
die Winkel & und 4 hängen immer fo von einander ab, wie 

dieſes überhaupt bei den einzelnen Theilen eines rechtwinkligen 
Dreieds der Fall ift. 

5. Die Richtungen ber Kräfte, welche auf einen Ge⸗ 
genſtand wirken, der auf einer geneigten Ebene liegt, werben, 
wenn nicht dad Gegentheil ausdrücklich bemerkt wirb, immer 
fo angenonimen, daß fie in einer vertifalen Ebene liegen, 
weiche ber be parallel ift, alfo in einer Ebene, weiche ſenk⸗ 


Drud auf die geneigte Ebene Meiner, ald das Gewicht dee 
felben, und dieſem normalen Drude widerſteht die gencigle 
Ebene, indem fie als hinlänglich feft vorausgefeit wird. Die 
Kraft gx = x aber wird, da fie parallel zu ab iſt, durch 
nichts befchränkt und aͤußert fic) daher durch eine wirkliche 
Bewegung des Körpers. Diefe Kraft nennt man dad relative 
Gewicht des Körperd auf ber geneigten Ebene. Hierarns 
geht alfo hervor, daß ein Körper auf der geneigten Ebene mit 
feinem relativen Gewichte fich wirklich) bewegt, wenn dad 
Gleichgewicht nicht durch eine Aufere Kraft hergeftellt wird. ; 

7. Die Größe des normalen Drudes = y fomohl, d 
des relativen Gewichtes = x, welches die bewegende Kult 
des Körpers bildet, ift von dem Neigungswinkel ber Chem 
und von dem Gewichte P_ded Körpers abhängig, und es laß 
fen fich die Formeln für diefe Abhängigkeit leicht auf folgen 
Art ableiten: 
Da Agpy aͤhnlich it Abac, fo ift aud) Zgpy = La=« 
und baher \ 

spigy=1:sinamdgp:ige=1:cose 
naͤmlich es ift 

P:y=1::inawbP:x=1:co« 
aloy=Psuaeumdx=Pcosa 

8. Für « = 90° wird die Ebene horizontal und es # 

alddann y= P und x = 0. Auf ber horizontalen Chem 


i 
N 
| 
| 
l 
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MR alfo ber normale Druck des Körperd feinem ganzen Ges 
wichte gleich und die bemegende Kraft = 0. Dagegen ift 
für & = 0 die Ebene vertifal, es wird y — 0O und x P, 
mb in dieſem Falle iſt alſo der Druck = O und das relative 
Gewicht der ganzen Schwere des Körpers gleich. 


9. 43. 

aufgabe 
Auf den Schwerpunft g eined auf ber geneigten Ebene, 
Sig. 67., liegenden Körpers wirft eine Kraft X nach ber Rich 
tung Xg, wodurch Gleichgewicht erzeugt wird; es follen bie 

Bedingungsgleichungen angegeben werden. 
Aufldfung Wirkt die Kraft X parallel zu be, fo 
mg X = x fein und der normale Drud auf die geneigte 
Ebene ift = y; die Bebingungdgleichungen find alfo in bies 


ſem Falle, nach $. 42. No. 7T., 


x=Pcoseumb Y=Psine 

Um aber für alle Fälle geltende Gleichungen zu. erhal- 
ten, darf diefe befondere Beflimmung nicht voraudgefegt wers 
den, und man nehme daher an, daß bie Richtung ber Kraft 
X die. Vertifole ca unter einem Winkel = y fchneide, fo 
ift, went y nicht = a ſein fol, nicht nur X verfchieben 
von x, fondern ed ift auch der normale Drud Y von y 
verfchieden, weil alddann auch durch X ein Druck gegen ab 
erzeugt wird. Die Werthe von X und Y laffen fich nun auf 
folgende Art beflimmen: 

Man ziehe gP fenfrecht auf ch, fo ift diefe Linie bie 
Richtung bed Druckes P des Körperd, beffen Schwerpunft g 
fein fol, und zerlegt man. die Kraft P = gp in Die Eeitens 
käfte gY = Y normal auf ab und gX = X in einer Rich» 
fung, welche mit ber das Gleichgewicht herftellenden Kraft X 


zuſammenfaͤllt, fo ift Durch das Parallelogramm gYpX bie 


Abhängigkeit der Kräfte X und Y von P beflimmt, näms 


lich es ift 
gp : gX = sin (gYp) : sin (Ygp) 
und gp : gY = sin (gYp) : sin (gpY) 
Es it aber ZgYp = LYgV = PgV— PgY = (180° — „)—ß 
= (180° y)— (0a) 900 —y ta 


Der men an nn vr a 
Y=Pp [tin „cos = sin G—e) 
cos (7—«) 
sine cos (y—a)+cosasin(—a)] Psin(@t+y-—e) 
-? [ cos(y—a) )- cos(y—a) 
und daher endlich Y = - —5 
Zuſatz 2. Aus den gefundenen allgemeinen Formela 
laſſen ſich nun für die einzelnen Fälle die entſprechenden be⸗ 
fonderen Formeln leicht ableiten. Es fei 
4)y =, alfo XV parallel zu ba, fo wirb 
csy—ce)=cs 00 =1 
und daher X=P cos a und Y=Psin« 

Es ift aber in dent normalen Durchfchnitte abe 
ab:ac=1:cosaun ab:be=4:sin« 
und daher l:h=1:csawmbl:g=A:eine 

folglich ift auch 

P:X=1:hwP:Y=1l:g 
Wirkt alfo bie Kraft, durch melche das Gleichgewicht herge⸗ 
ftellt wird, parallel zu ber geneigten Ebene, fo verhält fich das 








und da, nah J., cos æ ⸗ 
dieſen Werth ſetzt, 


X sin y 


X sin y 
Y 





, fo ift auch, wenn m 





cos y · + sinyana- hr 


und hieraus erhält nıan bie zweite Gleichung 
I. Xcosy+Ysna=P 
Mit Hilfe diefer beiden Gleichungen koͤnnen alle hier vorlon 
menden Aufgaben gelöft werden. Soll 3. 8. beftimmt ne 
den, wie bie beiden Winkel « und z von den drei Krdftı 
P, X und Y abhängen, fo wird die Reduction auf folgm! 
Urt vorgenommen: Cs ift nach Formel I. 
Ysna=P-—Xcosy 
alſo Y? si? «= (P — X cos z)? 
und nach I. ift Y? cos? « = X? sin? y 
Werben nun dieſe beiden Gleichungen addirt, fo erhält man 
Y=-X%sin’y+(P—X cos y) 
= X sin? y + PP — 2PX cos y + X? cos’; 
nämlich es ift 
Yı= X? +P2 _ 2PX cos y 
und hieraus erhält man 
B +P—Y 
2PpX 
Berner ift, nach Zormel II, Ysina=P—Xcosy 


wsy= 
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| ı.Pp2 _ ya 
und daher auch Y ina = p_ 4 X 
_Pp+v..n 
ap 
fo sin „Erf -X 
a *AV»y 


Die bier gefundenen Werthe für bie Winkel y_ und « 
hätten auch unmittelbar aus dem Dreieck gpY, Fig. 67., ab» 
geleitet werden Finnen. 


G. 44. 
Aufgabe 


Auf einen Punkt m eined Körpers, welcher die geneigte 

Ebene abc, Fig. 68., in dem Punkte n berührt, wirft eine 
| Saft in der Richtung xV, welche mit dem Punkte n und 
dem Schwerpunfte des Körpers in derfelben Vertikalebene 
parallel zu bc, Fig. 65., liegt; ed follen die Bedingungen 
für dad Gleichgewicht angegeben werben. 

Aufldfung. Die Normale in P auf bc, Fig. 68., gehe 
durch den Schwerpunkt bed Körpers und treffe die Nichtung 
der Kraft xV in m, und es fei der Winfel, welchen die Linie 
mn mit mP bildet, = Ö, fo kann das ganze Gewicht 

des Koͤrpers = P ald in dem Punkte m in ber Richtung 
| mP wirkend angefehen werben, und nimmt man mp = P 
md vollendet dad Parallelogramm mxpw, feßt mx = X und 
nw = W, fo ift 
mp : mx = sin (mxp) : sin (mıpx) 
mp : mw = sin (mwp) : sin (mpw) 
Es ift aber Zmxp = Lmwp = 180° — (y + 9) 
| Zmpx = d und Zmpw =y 
daher werben bie obigen Proportionen 
P: X=sn(y +0): sinö 
und P:W=sin (+6Öö):siny 

en: _  Psinö _  Psiny 

folgih ft. X = ing +5 un W= — 5 G +5 
Die letztere Kraft wirft in der Richtung mn, und ba bie ges 
neigte Ebene nur normal widerfteht, fo muß dieſe Kraft zerlegt 
werben in die Kraft ny = Y normal auf ab und in bie Kraft 
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Ihift nun auch - 
2 


sin (c + Ö) = Var, und cos tr)- zz 
wofte man einftweilen zur Abkürzung feßen kann 
sin (+6) =M un cos (« 05) — N 
. P sin ö PM sin y 
YntX = InG+5 und Y= — 
und daher X: Y= sind: M sin y 
folglich ift sin d = er 
P sin ö 
sin ( 0) 
| Ä folgt Xsin(y+rö)=P sin ö 
md es ift daher 
Xsinycoaö=(P—X cos y) sin d 
‚ nimlich es ift, wenn hier für sin Ö der Werth gefegt wird, 
XM sin y 
Y 
und fonah it Yosö=(P— X cosy)M 
alfo wird Y? co? d=(P— X cosy”? M?= Y?(1 — sin? d) 


2M2 oiın? 
ad [1-—2]=@-x cos yY M? 


Hiemach ift nun auch 
Y?_X2 M? sin? y = PM? — 2M? PX cosy-+X?M? cos? y 
und daher 2ME PX cooy=P'M?+ X’ MP? _Y: 


folglich wird cos = PX 1 WW 


P+X zZ+Y? 
2PpX 
2 2 
nämlich es it cos y- FH EFT) 
woburch der Winkel y vollfommen beftimmt ift. 
Dean Fann übrigens dieſen Werth von y auch unmittels 
Bar aus ber Figur ableiten: denn es ift in bem Dreied mpw, 
dig. 68., „mpw = y und daher ft . 
(mp)? + (pw)? — (mw P+X’— W 
. 2 (mp) (pw) u 2PX 


%n5 der Gleichung X = 


Xsinycosö=(P— X cosy)- 





cos y = 


22. 


und daher auh V=- 


h 





la —hocotaj 


Bufa 
geneigten ( 
Richtung, 
iſt, wenn | 
dreben mu 
Kraft X en 


naͤm 
Da nun fi 


fo ik für a 
gegengefegtt 
und für a 


Zu ſatz 2. Die Stabilität auf der geneigten Ebene a 
B P(a—b)sina 
durch bie Formel audgedrädt V= — — 


did 


| Da nun b:h=1:tge, fit b=hcoota = 


— . .. 
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fo haben biefe Körper ein gleiches relatived Gewicht, fie hals 
ten fich alfo im Gleichgewichte, wenn fie durch einen über e 
gehenden Zaben mit einander verbunden werben, fo baß bie 
beiden Theile biefed Fadens parallel zu ea und eb gefpannt find. 

5. Die Stabilität eined Körperd auf der horizontalen 
Ebene = W ift gegeben, man foll hieraus die Stabilität V 
deffelben auf ber geneigten Ebene = V beflimmen. 

Es it frgy=h, yn=aund yp = b, Fig. 66., 

Vo he aP 


(a — b) und W= — 
folglich ift auch V = 





h 
W(a — b) sine 
—_— 
h cosa 
sin 
und daher it V= Wiese — hcos«) 

6. Ein Eylinder, deſſen Gewicht = P ift, liegt auf ei⸗ 
ner geneigten Ebene fo, daß bie Are defielben parallel ift zu 
der Durchfchnittölinie der geneigten Ebene mit ber horizonfas 
kn; es foll die Stabilität diefes Körperd angegeben werben. 

Da der Cylinder die horizontale Ebene nur in einer ges 
raden Linie berührt, in welcher auch die Senkrechte aus dem 
Echwerpunfte den Horizont trifft, fo ift a=0, und alfo auch 
W==0; es ift daher, wenn man die Formel aud No. 5. bes 
magen wi 


u ee 


weil aber W = fo it auch Im r 
unb baber wirb 
Vz — heose - n = — Pcosa 
bie Kraft, welche erforderlich ift, um das KHinabrollen zu vers 
Bindern. In ber allgemeinen Formel für das Gleichgewicht 
Pain Ö 

auf ber geneigten Ebene X = sin+ö) 
mb ö = 90° — x auch X = Pcosa, und eine Kroft = X 
verhindert dad Hinabgleiten des Koͤrpers; folglich ift bei dem 





wird aber für „= «a 





1 
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bie Korlaontale db muß einem fenkrechten Drucke wiberfichen 

=B+tZuBtHA=P 
 wußerdem iſt eine Kraft V = Atga an b in ber Mich 
tung bd erforderlich, um bad Ausgleiten zu verhindert, und 
EV X ER, Diefe Kraft waͤchſt alfo mit dem 
Winkel a, fo wie mit dem Werthe von ch = b. 

8. Auf ber vertifalen Wunb ad, Fig. 70., liegt bie Li» 
xie ba auf und berührt mit ihrem Endpunkte b den Noris 
zent db. Die Linie ab ift in c mit einem Gewichte = P 
belaſtet; es foll die Größe der zu dem Gleichgewicht erforbers 
lichen. Kräfte berechnet werben. 

Wertheilt man bie an c in ber fenkrechten Richtung 

eP wirkende Kraft P auf die Punkte a und b, fett ben Theil 
von a «= A und ben von b = B, fo ift für ca = a unb 
cb = b 





bP aP 
A ze 5 und B= — 

und ed wirken biefe Kräfte parallel zu cP, alfo ebenfalls ſenk⸗ 
vccht gegen den Horizont. Die Wand ad wiberfieht dem 
Drxte in einer Richtung, bie normal auf ab. if, und man 
muß baber Die Kraft A == (ar) in die beiden Kräfte zerlegen 
(ax) == X normal auf ab und (aw) = W in der Richtung 
von ab. Der Theil W kann nun ald an dem Punkte b in 
der verlängerten Richtung von ab wirkend gedacht werben, 
unb man kann benfelben für bw’ = aw = W in bie beiden 
Seitenkraͤfte zerlegen bv=V in ber Richtung db und bz=Z 
fenfrecht gegen db; daher ift, weil außerdem In b auch bie 
Kraft B fenfrecht gegen db wirkt, ber Drud, welchen db 
normal widerfiehen muß, = B+ Z. 

Die Kraft (as) X kann ferner zerlegt werben in (ay)=Y 
normal gegen ad und (at) = T' in der Richtung der ad. 
Das Gewicht P erzeugt alfo an bem Punkte a normal gegen 
ad einen Drud — Y, unb In ber Richtung von ad einen 
Drud == T, welchen beiden die vertifale Wand widerfieht. In 
b wird ein Druck erzeugt, fenfrecht auf db = B-+ Z, wels 
chem Die horizontale Fläche widerſteht, und außerdem ein Druck 
in des Richtung bv = V, durch welchen die belaftete Linie 
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ab audgleitet, wenn nicht eine Kraft = V in ber enfgegenges 
fegten Richtung bad angebracht wird. Setzt man den Winkel 
bad = a, fo laffen ſich nun bie Werthe der einzelnen Che 
kraͤfte auf folgende Art befiimmen: Es ift 
arzaw=1:cosa und ar: ax — 1: sina 
alſo A: W'—1: cose und A:X=1:eina 
folglich it W = Alcosa und X = Asina 
ferner ax : ay = 1 : cosa und ax: at = 1: sine 
alſo X: V12 cosca und X: T=i1:sin« 
und hiernach iſt 
Y= Xcose =Asina-cose = bPeinnenen 


in® 
T = Xıina = Asina.sina = Manta 
wodurch der Druck beftimmt ift, welchen bie vertifale Wand 
ad in ben Richtungen ay und ad erleidet. 
Ferner ift bw‘ : bz = 1 : cosa und bw’ : bv = 1 : sina 
ao W:Z =1:csamd W: V=1:sina 
und ed ift daher . 
a 
Z= Wcosa = Acosa-cose = BR eure 
und V= Wsina = Acose-sina = bPsinacose 
atb 
Hiernach if 
aP bPcos?« 
BH2<0t ar 
und biefes find bie Ausbrüde für die auf b in ben Richtun⸗ 
gen bv und bq wirkenden Kräfte. 
Zuſatz 1. Dy-Y=- ———— und auch 


bPsii 
bu vv RE, fo folgt Y= V. Es erleiden 


alſo bie Punkte a und b parallel zu dem Horizont cinen glei 
den Drud nach entgegengefegten Richtungen. 
Zufag 2. Der normale Drud ift 


aufa=(a)-T= nn + sin’e 
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bP aP 
ab uab=ZztB- in . c08’a + — 


wub es iſt daher der normale Drud auf beide Punkte zu⸗ 
fauımengenommen == be p 
a 


es vertheilt fich alfo bad ganze : Seicht auf a und b. 

9, Die in c mit einem Gewichte P belaftete Linie ab, 
Fig. 70., welche den Horizont in b berührt, liegt in a auf 
der vertifalen Wand ad auf; ed foll ver Winkel bad = a fo ° 
beſtimmt werben, baß der fenkrechte Drud auf a, alfo in ber 
Richtung ad, dem fenkrechten in b auf bd gleich wird. 

Der Drud auf a in der Richtung ad iſt Tan e 
mb der Drud auf b in ber fenfrechten Richtung bz iſt = 


B+Z= ap bP cos?« 


atb Wären: 
| fellen alfo beide gleich groß fein, fo muß die Gleichung ſtatt 
fon T=-B+rZ 

















ed muß aljo fein 
bP sin u _ ap + bP cos?« 
arb arb arb 

und baber — a = b(cos’« — sin?«) = bcos2« 

alfo cos2a« = — E 
woraus hervorgeht, daß dieſe Bedingung überhaupt nur in 
dem Falle flatt finden Fan, wenn a < b, wenn alfo bad 
Gewicht P dem Punkte a näher ald dem Punkte b anges 
bracht if. Da ferner cos2« einen negativen Werth hat, fo 
folgt auch, baß die angegebene Bedingung nur alsdann flatt 
finden Tann, wenn 2& > 90°, alfo « > 45°, und baber 
db > da ifl. 

Zufag. Iſt ber Winkel & > 45° gegeben, unb foll ber 
Punkt c fo beſtimmt werben, bag T = B + Z wird, fo fee 
man in des Gleichung | 

bPein _ _aP bPcos’« 
a * arb a b 
oder bein?« = a Fr bcos’« 
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X drädt ben Keil In der Michtung gd nach obens foll alfe 
Gleichgewicht ftatt finden, fo muß eine eben fo große Kraft 
X in ber entgegengefegten Richtung 'dg angebracht werben. 
Es ift aber der Werth von X, fo wie der Winkel mgd = x 
und ngd = A durch die Gleichungen beſtimmt 

xX= M’ + N? + 2MNcosy =.M? + N’ — 2MNcosc 


Asiuc Nein 
sis - JM Neose M + Noosy 


Msinc Msiny 
is (isoe — = N- Mose N+ Mcosy 


2. Die ſo eben für bie Wirkungen des Keild gefundenen 
Formeln erhalten eine einfachere Form, fobald die Geſtalt des 
Keils, bie Größe ber Kräfte M und N und die Lage der Punkte 
m und nm näher beftimmt werben. Die gewoͤhnlich ftatt fin 
benben Vorausſetzungen find: daß ber Querfchnitt des Keil 
ein gleichfeitiges Dreieck fei, und daß bie Kräfte M und N 
gleich groß find. 

Zür M = N werben bie obigen Formeln 

X: = 2M? — 2M’cosc = 2M? (1 — cosc) 


= 4m (a = 4M?sin?)e, alfo X = 2Meinje 


ferner iſt t8(180° — 0) = on = 1g(180° — ) 

und ed wirb = = £, ſobald M = N ift, und zwar wird 
Pr en sine, sine  „_sinzccosie _ 
1sc180'—o) —cosce 3(1—cosc) sin’jc eotie 

Iſt nun abe ein gleichſchenkliges Dreied, fo iſt auch 
tga = cotjc, und es ift hiernach in dieſem Zalle 

a= 180° - aunata=a+t Lugd = 180% 
Da nun außerdem Lamg = 90°, fo folgt, daß aldbann auch 
Ladg = 90° fein muß. 

Iſt alfo der Keil gleichfchenklig und wirken an m und .n gleich 
große Kräfte, fo ift die Richtung gd ber Mitteltraft X nor 
mal gegen ben Rüden ab des Keild. Nun ift bei dem gleich⸗ 
ſchenkligen Dreieck abc 

ac : jab = 1: sinje 





amd eben 


Rage vor 
biefen Au 


ad-+bd 


wie es fe 
a:z 
4. 
(ad) = ! 
K=B 
und n vr 
ad = bd 


unb daher 
nämlich e 
g:d=4Ssinje: (B—B)—-(A— A) 
und d wirb alfo pofitio, wenn B- BP > AA, m 
alfo 
B-6-BD>A-(-A). 


. 
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-F alſo 2B-S>2A—S 

t nämlich wenn B > A iſt. 

— nm em, fe ni au nd > bäz wenn ci 
‚ner gt Se b, old m bei a, fo HR and d dem Punkte 

ur 6. De B- B - —B - QA-8) 

a B—A), fo iſt auch 

g:d=2Ssink:B— A 


und daher B — A m 24Ssin'ze 


ſich ergiebt, um wieriel m heber 018 m liegen muß, 
Bann der Werth von ad — ba == d gegeben if, wenn alfo 
7 hab Gleichgewicht Herfeliende Kraft X an einem bes 
_ Punkte bes Ruͤckens angebracht werben fol. 
' q, an bem Punkte m eine Kraft = V parallel 
x ab, unb zerlegt man biefe in eine Kraft = MI normal auf 
mb Im eine Kraft = Y in der Richtung mc, fo iſt 
VsM=1:sina = 1: oosic 
folglich ift M = Voosjc 
ab weil nach No. 2., wenn M==N und abc gleichfchenttig if, 
X’ == 2Msinyc wird, 
fo iR auch X’ we 2V coszsinje = == Vesino 
und baber V : X == 1 : sinc . 
Mrd bie an m parallel. zu ab wirkende Kraft V aber 
-Seäfte zerlegt, von welchen bie eine = M normal 
Fon wie, unb Die andere ' prall zu de, fo IR 5 
M#:Vw1:sina= 1 : cosic 


mb daher M = or: 
1 X’ m 2Meinic, fo folgt bei biefer Vorausſetzung 
X m9. am eek 
£ uud daher 2V : X’ m 1 : 
B 25 woran man Die She bed giehbfenfigen Drisdb 


bemhı=1: tg3c wird, 
I. u re A tra a8 































% 
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Kraft X’ Andert ſich alſo, wenn bie Richtung von V geaͤn⸗ 
dert wird, unb da bie Richtung, unter welcher ber Druck bei 
m und n. auf einen Keil wirkt, von verfchievenen Matkemas 
tikern verfchieben angenommen wird, fo ift ed auch natürlich, 
daß diefelben verfchiebene Mefultate fuͤr das Verhaͤltnig der 
Kraft zur Laft erhalten. - 

8. Eine firenge Theorie von dem Kelle ift nur alsdauu 
möglich, wenn bie Richtung, in welcher an m unb n ber 
Dru auf den Keil fich Außer, beſtimmt iſt. Mit Recht 
wird dieſer Druck ald normal gegen die Seiten ac und bc 
angenommen, wo aldbann bie in No. 1. angegebenen Befuls 
tate richtig find, und es ift insbeſondere für M = N und 
ca = ch, wie in No. 2. gezeigt wird, 

M:X=S:g=a:ab 


und 2M:X=S:=a: ; aa 


wenn cm = cn iſt. 

9. Wenn die Kraft = V an m und n parallel zu ab 
wirft, und man zerlegt fie in eine normale Kraft mg und 
in eine Kraft parallel zu de, fo wird nach No. 7. 

V:X=h:ig J 
Es verhaͤlt ſich alſo der Druck auf jeder Seite des Keils zu 
der normal auf ab wirkenden Kraft, durch welche dad Gleiche 
gericht hergeftellt wird, wie bie Höhe cd des Keild zu bem 
Rüden g beffelben. Diefed Nefultat nennt man die Regel 
des Morfanni, die aber keinesweges ald richtig angefehen 


werben Tann; benn nach derfelben ift X’ = =, und nad 


No. 8. it x= N, al 


x:x-M1.Y-m:vs 
Wird nun eine und diefelbe Kraft einmal ald normal auf ac 
und einmal parallel zu ab angenommen, fo ift in ber fo chen 
erhaltenen Proportion M = V, und daher wird 
X:X=h:S 
Da nun h<S, fo it auch X < X‘; weil aber durch bie 
Richtungen mg und ng nothwendig eine größere Mitteltraft 
erzeugt 
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halten ſich alfo zu einander, wie bie brei Seiten bed Dreiecks, 
auf welche fie wirken. 

42, Zwiſchen zwei unter einem feften Winkel = > ger 
gen einander geneigten Ebenen, von welchen AcR, Big. 73., 
ein normaler Querfchnitt ift, befindet fich ein abgeflumpfter 
Keil, wovon ABba einen Durchfchnitt bildet, feft eingepreßt, 
fo daß derfelbe auf beiden Seiten genau an den Ebenen liegt; 
das Gewicht des Keils it = P. Man fol den Druck bes 
rechnen, den hierdurch beide Ebenen erleiden. 

Aufldfung. Es fei g der Schwerpunkt bed Keild; ber 
normale Drud auf Ac, alfo in ber Richtung gx fei = X, und 
ber Drucd auf Be, der alfo in der Richtung gy wirkt, = Y; 

‘ ferner habe AcB eine foldhe Rage, daß die Senkrechte pgq, 
welche die Richtung ber Schwere angiebt, die cA unter einem 
Winkel == & und die cB unter einem Winfel = 8 fehnelbet, “ 
und daß ſonach ⸗ a + 7 ifl. 

Da X und Y der Kraft P dquipolfent fein mäffen, fo iſt 

P:X: Y= sin y:: sin (90° — £) : sin (90°+.a) 
oeP:X:Y=siny : cos 4 :cos 
und es iſt daher 


wodurch der normale Druck, ben jede ber beiden Ebenen er 
leidet, beftimmt iſt. 

Will man nun ferner den Drud auf bie eine Ebene, ı 
3.8. auf Be in einen horizontalen yz =Z und in einen ver ! 
tifalen yv = V zerlegen, fo ift 

Y:Ze1:osAmbY:VeiA:sinß- 
und ſonach 
Z=Yosp= 


P cos «cos ß 

sin y_ 
nd V=-Y iin p = Per anf sin_ß 

Zufag. Iſt die eine Ebene Ac vertifal, alfo parallel 
zu pq, fo wird = = O und 4 = z, unb daher iſt alddann 


P cos 
en, =Patz 
 Beos ot 


sin y == P cosec y 
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zZ „P cos 0° cos y 

sin 7 
P cos 0° sin y _ p 


= Pcoty 


und V = 


nm y 
In biefem Kalle ift alfo ber vertifale Drud auf Bc dem 
ganzen Gewichte bed Keil gleich, und der horizontale Druck 
iR bei beiden Ebenen gleich groß, es iſt derfelbe nämlich auf 
jeder Ebene = P cot y. 


| u $. 48. 

Einige ben materiellen Hebel betreffende nebungen. 

Jeder Hebel, in ſo fern da8 Gewicht beffelben mit in Rechnung 
gebracht wirb, was natürlich, wenn brauchbare Reſultate erhalten 
werben follen, immer gefchehen muß, ift ein materieller Hes 
bei, und die Unterfuchungen in Beziehung auf denfelben unters 
ſcheiden fich von denen über den mathematifchen nur baburch, daß 
er das Dioment, welches aus dem Gewichte des Hebels entfteht, 
das man ald in dem Schwerpunkte deſſelben angebracht fich 
vorftellt, mit in die Formel aufgenommen werben muß. Don 
den mannigfachen Anwendungen, bie von bem Hebel im prafs 
tifchen Leben gemacht werden, verdienen hier wenigftend einige 
näher betzachtet zu werden, und biefed führt zu folgenden 


Yufgabe 4. Der einarmige in m unterfläßte Hebel mx, 
Sig. 74., iſt in a mit einem Gewichte = A belaftet, und es 
bat berfelbe eine folche Form, daß, wenn man die Länge deſ⸗ 
felben mx == x fegt, der Abſtand feined Schwerpunkte n 


von m, alfo mn = — .ifl; ed fol x fo Beflimmt werben, 
daß die möglicht Feine Kraft X zu dem Gleichgewicht er⸗ 

Auflöfung. Es fei bad Gewicht bed Hebeld = Max, 
ſo iſt das Moment deſſelben = = . Mx = * .x?2, das 


Moment von A ift = aA und dad von X = XX; man ers 
haͤlt alfo für das Gleichgewicht die Gleichung 


——A 
46* 


findet, ſo wid un = 2, dien sub für 
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mablns der Grunbfläche = R if der Inhalt = * alfo 
dae Gewicht, wenn.. .die Kubikeinheit um (gefehlt wirb, = Mx 
GR’s 


Em * = us ; daher iſt aldbann 


s=Vr * A. i YaAGRT 


und dad Gewicht des Hebels iſt = iX. 
3. Iſt der Hebel ein Kegel, m der Mittelpunkt ber Grund⸗ 


Rüde mb x Si Epit beſſelben, fo wird n= 4, M = * 


alſo x m via, Ki var 


und das Gedicht = 2X = 2X. 


: Mafgabe 2... Die: gemeine " Dage ift befanntlich ein 
sleicbarıniger. Ein. unh, ed befindet fich bei einer horizonta- 
len Lage: deß Wagebalkens ber Schwerpunkt beffelben gerade 
unter der Axe, alfo unter ben Unterflügungspunkte; daher 
tommt ed, daß, wenn bie Wageſchale wegen eined Ueberge⸗ 
wichtes finft, ber Schwerpunt auf die andere Seite her⸗ 
audtritt und das Moment auf biefer Seite vermehrt, fo daß 
bierbusch bei einer fchiefen Lage des Balkens das Gleichgewicht 
wieder hergeſtellt wad. Es foll angegeben werben, wie dad 
liebergewicht und ber entfprechende Neigungswinkel des Balkens 
von einander abhängen. 

Sufldfung. :Es fei ab, Fig. 75., bie durch den Schwers 
zunft 'gehehbe -Ure. des Wagebalkens, c der Schwerpunft befs 
felben, ca == ch == a bie Arme, welche mit ben Gewichten 
A sub B belaflet find, und bad Gewicht ber ganzen Wage 
ff = W, m fei der Punkt, um welchen ber Balken fich 
dreht, mb ber Abſtand des Sehwerpunktes c von biefem Punkte, 
alſo me, fi = c, Iſt nun B= A, fo bleibt der Balken 
in der horizontalen Rage ab, und ber Schwerpunft c, welcher 
ſenkrecht unter m liegt, hat Beinen Einfluß auf dad Gieichge⸗ 
wicht; fobald abe B>A wird, ſinkt der Punkt b, und 
wenn hierdurch die Wage, welche fih un m breht, bie 
®oge aß erhält, fo liegt ber Schwerpunkt in ;. Das 








gr=csin Yuno PR m NV RP Tran 
folglich wirb die obige Gleichung 
(Dos p—esing) B= Win g-H asp ho) 
Da nun B>A fein foll, fo iann man B =i-A3-P’feten, 
wo P das Uebergeicht auf ber: einen "Saite der Bee 
und man erhält hierdurch 
ing -eing)PmeWeingräching — 
daher wird 
aP con gie [W + 20 HR] Ming 
nämlich es iſt 
aP cos g= ce [W + A B] sin 
und hieraus erhält man endlih 


is 2 wW = N: 
bie Formel für ben —*8 bei ie, ir ei’ 
ſtimmtes Uebergewicht = P, Gleichgewicht ftattfindet. Die Last 
gente dieſes Winkels iſt alfo Direct: proportiomirt der 
der Wagearme = a und dem Uebeigewichte:== P, und b 
direct dem Abſtande des Schwerpunktes von 'bem 
punkte = e und- dem gamen Gewichn der baaſtets Mk 
=W+A+B ni 

Umgekehrt findet man aus biefer tag . 

PERTUAENNT Zu 

Ar aecgp 
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wobucch beftimmt ift, wie das Webergewicht von dem Nei⸗ 
gangswinkel p abhängt. 

Aufgabe 3. Bei einer gemeinen Wage find die Arme 
und ch, Fig. 75., von verfchiedener Groͤße; es foll ange⸗ 
geben werden, wie es möglich ift, das richtige Gewicht eines 
Gegenflanded durch eine folche Wage zu beflimmen. 

Yuflöfung Ed fica=a, cb = b und das bei b 
erforderliche Gewicht, wenn der zu wiegende Gegenftand in 
die Wagefchale bei a gelegt wird, damit die Mage einftehe, 
== B, dad Gewicht aber, welches bei a erfordert wird, wenn 
: man ben zu wiegenden Gegenſtand in die Echale bei b legt, 
fim=A, fo erhält man für das gefuchte Gewicht = X die 
beiden Gleichungen 

aX = bB 
und bD\ = aA 
folglich ift abX? = abAB . 
. und hieraus folgt X = VAB 
bad gefuchte Gewicht iſt alfo die mittlere Proportionale zwiſchen 
den beiden Gewichten, welche erforberlich find, wenn der Ges 
genftand zweimal gervogen wird, indem man benfelben einmal 
in die Echale bei a und das Gewicht in die Schale bei b 
legt, und das andere Mal umgekehrt. 

Zufag. Mittelft einer jeden fehlerhaften Mage kann 
daB richtige Gewicht eined Gegenſtandes auf folgende einfache 
Art gefunden werden: Man lege den zu micgenden Gegen⸗ 
fland in die eine Schale bei a und in die andere bei b fo 
viel Gewicht, daß die Zunge einftcht. Diefe Gewichte laffe man 
unverändert liegen, nehme den Gegenftanb bei a heraus und 
fege ftatt beffelben Kpichte hinein, Bid die Wage wiederum 
einfieht: fo geben die hierzu erforderlichen Gewichte die richs 
tige Schwere des zu wiegenden Gegenſtandes an. 

Aufgabe 4. Die fogenannte Schnellmage iſt befannts 
lich ein Hebel mit einem kurzen Urme ma, Fig. 76., an wels 
chem ber zu wiegende Gegenſtand X angebracht wird, und 
einem langen Arme mic mit einem ver fchiebbaren unveraͤn⸗ 
derlichen Gewichte P; mit Huͤlfe defielben wird dad Ges 
wicht von X dadurch beſtimmt, daß P fo weit verfchoben 
wirb, bid die Zunge ber Wage einfieht, wo alsdann ber 


> ER: fir X me 10 Pf. P am x angebracht werben un m 
wen u2=2(ur) nimmt, P an z einer Lafl vom 2- 109 
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mb, für nz = m X (ux), P an zeiner Laft von m - 10 M.. 
as Gleichgewicht hält, Eben fo wird, wenn man, von n 


nach x zu, einen Theil = 2 (m) nimmt und P !an diefem 
Vankte anbringt, dadurch ein Gegenſtand, deſſen Gewicht 
2 x 10 Pf. iſt, im Gleichgewicht erhalten. Lernt man 


fo durch Verſuche den Punkt kennen, an welchem P anges 
Wacht werden muß, um einen Gegenfland, deflen Schwere 
ine Gewichtseinheit beträgt, im Gleichgewicht zu erhalten, fo 
kascht man'nur ben Abſtand dieſes Punktes, von n nach e 
‚a, mehrere Male aufzutragen, um die Punkte kennen zu ler: 
m, bis zu welchen P verfchoben werden muß, um 2, 3,4 :c. 
ee aetemnheiten abzuwiegen. 


s. 40. 


| Einige die Vorrichtungen au dem Aufziehen der Zusbrucen 
betreffende Aufgabeu. 


Aufgabe 1. &3 ift ma, Fig. N. der Dinchfihnitt einer 
Sugbräde, die bei bem Aufziehen um ein Gewinde bei m fic) 
dreht: von a gebt ein Faden über eine Rolle bei b, un wels 

dem ein Gewicht X angebracht iftz es foll dad Gewicht X 
ſe beſtimmt werben, daß baflelbe bie Zugbrüde in ber ſchiefen 
Lage ma im Gleichgewicht erhält. 

Aufloͤſung. Das ganze Gewicht ber Zugbrücde ſei Q, 
se Schwerpunkt in g, und ein an a angebrachtes Gericht, 
das O an g Äquipollent iſt, P, fo iſt für mg = g und ma=R 

Q:P=miımg=R:g 


und baber P=£Q ⸗ 


Der Werth von P ift alſo durch das Gewicht ber Bruͤcke und durch 
die gegebene Lage ihres Schwerpunktes vollkommen beſtimmt. 
a der Lage ma wirkt P in der Richtung «P ſenkrecht 
| gegen ma, unb es iſt daher bad Moment von P bei biefer 
; ünge — (me) - Pz die Kraſt X wirkt in der Richtung cb, 
md es Ik daher, wenn man mic nermäl auf ab zieht, das 


dem Steigen bed einen und Ginfen ded andern Gewicht 
ohet Sinken bed gpmeinfchaftlichen Schwerpunkt 

Pund Q verbunden fein fann, weil immet, wenn tere 

nunkt gehoben werben foll;' Hierzu ein beſtimmter Kraftı 
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wand erforberlich ifl. Hiernach wird alfo bei jeber Lage von 
Pub O ber normale Ubftand ihres gemeinfchaftlichen Schwer⸗ 
yunft8 von m unverändert berfelbe bleiben. Diefer Abftand 
von m iſt alfo eine conflante Größe, und kann mit c bezeich⸗ 
mt werben. Nimmt man nun mb ald Are an, zieht von 
p und q bie Normalen px und qX auf biefelbe, feßt mx=x, 
pw y, mX os X und Xq == Y, fo muß, weil bie zu dem 
wmeinfchaftlichen Schwerpunkte gehörige Abſciſſe mit c bes 
zichnet worden ift, die Gleichung flatt finden 
sP + XQ = c(P + Q) 
wb für c(P «++. Q) = C wird alfo 
L P+XQO=C, 
Bemer WE Va” + y?) == (mp) ee 2 
und V(X? + Y) = (mg) = 2 

‘Da nun pm -+ mq ebenfalld eine conflante Größe ift, 
(ed iſt dieſes nämlich die Länge bed abend ping, burch weis 
chen bie beiden Gewichte P und Q mit einander verbunden 
find), fo fann man pm -+ mg = a feßen und biefed giebt 
eine zweite Gleichung 

L am V? Hy)HVX’+YVY)ez+rZ 

SR nun außerbem die eine Eure apM gegeben, Tennt 
man alfo bie Abhängigkeit der Coorbinaten x und y von eins 
abe, ſo erhält man hierdurch bie dritte Gleichung 

IL y=f£() 

* dieſe drei Gleichungen ſind hinreichend, um hieraus die 
für bie Eve aqN abzuleiten; dieſes Tann auf folgende Art 


End L folgt 
cC- 0X 
" | sp 
bher wud HI 
26580 
2* ſonach erhält man nun aus II. bie gefuchte Gleichung für 


Z m a — Vs’ + y”) 


ET) 


u 








ober witz = CZ,QX 


Z=Vv@ + W)=-a-V 


mo jegt nur noch die Werthe der conflanten Größen P, ı 
und C näber zu beftimmen find. 

Der Werth von P ift bier die, Zig. 77., an a Aquipe 
lente Kraft des in dem Gchmerpumfte g, wirkenden gangı 
Gewichts der Bräde. Qi Die Rraft, nöldhe an P vita 
Bruͤcke in der Lage ma im Gleichgewicht ift, und nach %4 
gabe 1. iſt daher, für ab=S, a 

Ss 
Q=x'? 
oderbdaab)=S=-RV2,pfEQ= Pr2 | 
Dad ganze Gewicht Q ift erforderlich bei der Borigontall 
Lage der Brüde, für welche, Fig. 78., weil m mit a 
maflt,x=y=RX-0wmad Y=0 
Bu va VE) 


giebt für diefe Werthe von X und Y 
2RC “ 


0=-a-VT . 


AR (C — ON 
p 
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mb ed iſt daher a’P = 2RC, alfo Ci; demnach 


wad num 
ze va + ma VTZEROS 


mb weil = v2, fo if 
Zw Vi + Y) = a — Via? — 2RXVO) 
— nun endlich noch, Fig. 77., (ab) = a = RY2, 


Maya + Y’) m a — Va (a — 2X) 
und es laͤßt fich jeßt mit der größten Leichtigfeit der zu jes 
dem beliebigen Werthe von aX = X, Fig. 78., gehörige Werth 
von ag == Zi berechnen, wodurch man in den Stand geſetzt 
wird, die Curve agN zu conftruiren. 
Zufaß 1. Die eigentliche Gleichung für die Curve, des 

on Eonftruction fo eben angegeben worden it, wird auf fols 
gende Urt gefunden: Es ift 


Ve) 
und bafer XI Yin 20° 2RQy + 2a ve- ze) 


woraus hervorgeht, daß bie Sure algebraifch und von bem 
vierten Grabe if, und bloß, weil man überfehen bat, daß 
X + Y? mm 22 geſetzt werben Bann, find die Conftructionen, 
weiche. man für dieſe Curve angegeben hat, fo verwickelt. 
Zufag 2. Belidor in der Science des Ingenieurs 
jigt in dem 6ten Kapitel bed 6ten Buches bie Anwendung 
Diefer Curve zur Erhebung ber Zugbräden, und hat ihr ben 
Namen Sinufoide gegeben, weil er beiihrer Eonftruction bie 
Enns ber Erhebungswinkel der beweglichen Bruͤcke benußt; 
8 iR aber bereitö feit langer Zeit nachgewiefen, baß biefe 
nme gar Feine befondere Gattung bilbet, denn fie ift nichts 
weiter als eine Epicykloide. Zuerft ift Diefes von Johann 
Bernontli und von dem Marquis L!’Höpital gezeigt wors 
! ben. Uebrigend kommt biefe Linie auch unter ber Benennung 
ber aequilibrationis ober, ber Gleichgewichtöli« 


.. 


— www 


Y 
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Zuſatz 3. Bei den bisher von verfchlebenen Mathema-⸗ 
tikern eingefchlagenen Wegen, um die Gleichung für bie Gie 
nuſoide zu finden, ift durchgehend die höhere Analyſis bee 
nugt worden, was fich nur dadurch erklaͤren läßt, bag man 
nicht Daran dachte, daß unter ben gegebenen 
der gemeinfchaftliche Schwerpunft von P und Q, Big. 78., 
bei jeder beliebigen Verruͤkung der Gewichte weber fleigen noch 
finten ann. Der unveränberliche Abſtand dieſes Schwerpunk 
tes von m ergiebt fich auf folgende Urt: Es ift 

P+XQ=C=cP+Q 
Da FL bei dem in ber Anwendung angenommenen alle 


CE 227) 


9 
—D——— 
Far 
und daher iſt c= ARPFO 
ober weil at = 2R? und Q = PV2 
2R’P R_ 
IRPHPRVH" Rra 
Diefer Ausdruck für den Abſtand des gemeinfchaftfichen 
Echwerpunktes von mi, melcher hier ald mit a zufammenfal: 
lend angenommen wird, läßt fich auch auf folgende Art finden: 
Wenn P unten bei M if, muß Q oben bei a fein, und es 
ift alsdann in ber Gleichung 
»P+XQ=c(P+Q) 
x Rund X = 0, alfo wird 
a __R 5 R_ 
e=7FQ" I+rVa Rrkva 
R 
nämlich ef c= nz 
Aufgabe 4. Es foll das zu dem Gleichgewicht ber 
Bereglichen Zugßräde, Sig. 77., «nforberliche Gewicht = 2 
angegeben werden, "wen auch, bei einer jeden Lage ma der⸗ 
felben, dad Gericht der Kette ba mit in Rechnung gebracht 
wird, 
Auflöfung. Das für dad Gewicht ber Brucke in ber 
. Rage 





\ 
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Bage mar erforderliche Gewicht iſt, nach Uufgabe-4., durch bie 
Steichung beflimmt 




















x=5.Pp 
wbo =S if. Wird nun das Gewicht ber Längeneinheit 
der Kette ba mit g bezeichnet, fo ift bad ganze Gewicht ders 
kiben= Sg und ihr Echwerpunft liegt in c; daher ift, wenn 
un die Senkrechte cd zieht, bad Moment ber Kette 
= (md) · Sg. 
Danunncsmd=1: c08(90° — 15) = 1 : sindp 
fo ift md = (mc)singp und weil mc = Rcoszp 
fo wird dad Moment x = Rsinzpcosip - Sg 
und es ift daher auch 


x = Reinp : St 
8 —48 
Bel aber R: = 1: siniꝑ, fo ft z = Reinjy, und 
daher wirb 


x R’g - sinpsingp = x - Rcoszp 
Das ganze an dem Faden bn erforderliche Gewicht iſt fonach 


ZaXryY= = + Rg sin ptg3p 


Nimmt man nun die Länge ber ganzen Kette fo groß 
en, baß bei einer horizontalen Lage ma der Bruͤcke ber über 
b heruͤber haͤngende Theil den horizontalen Boden AB bes 
rübet, fo bleibt alsdann dad Gericht det Yerüber hängenden 
Teils für jede Lage ber Bruͤcke conftant = Cg, und es iſt 
das noch außerbem erforderliche Gewicht = X + x’ — Ce. 
Zuſatz 4. Der Werth von x läßt fich noch auf vers 
Kliedene andere Arten ausdrücken, nämlich es ift 
Ä x= R’g sinpsinzp 
Da num ganz allgemein sin psing=} cos (p— q)- 
kos(p + q), fo iſt auf 
sin ꝙ sin p = 5 C083p — 2 c085p 
baber wid 
4), x.= IR’gcosyp — IR?gcos$p 
Zerner ift auch, wenn, Fig. 77., die Normale von b auf 
un mit y bezeichnet wird, y = Reing, und bie Fläche des 
II. 17 


Su 
fo verth 
Rage bei 
AB aufliegt, die übrigen die Brüde in biefer ! 
Gleichgewicht erhalten, und foll hierbei auch das Gen 
Kette berücfichtigt werden, fo muß die Vertheilung 
wichte auf folgende Urt gefchehen: 

Man gebe der Kette eine foiche Länge, daß fie 
horizontalen Lage ma ber Brücde den Horizont AB i 
rührt, und fege dad Gericht des Theils bad der Kett 
fo ift, weil diefed conftant, dad aujerdem bei der hori 
Lage noch erforderliche Gewicht = 


Der Til X = * Hält das Gewicht der Bruͤce in 


gewicht und muß (für nA=ab=n-d und nd=: 
man n3 in n gleiche Theile theilt, von welchen die £ 
ned jeben=d ift) auf die Theilpunkte gleich verth: 
den, fo daß das bei jedem Theilpunkte angebrachte 
1.SP_1 @bP_1 . 
ORTE TR =. Pv2 if. Da nun t 
Kante Gewicht der Kette bd = Cg fein foll, fo mı 
wenn Cg = 7 PY2 iſt, die noch fehlenden (n — m 


von m nach oben zu vertheilen, fo daß die m oberften 
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ber Kette unbelaftet bleiben, und ed iſt hierburch bad Gleich» 
gewicht ber Brüde für alle Lagen gefichert, bis ber letzte bes 
laſtete Theilpunft den Horizont AB berührt. Jetzt find bie 
n Theilpuntte von nf noch fo zu belaften, daß dadurch auch 
die Kette ab im Gleichgewicht erhalten wird, und es ift das 
ganze hierzu erforderliche Gewicht 
P 
x 
| aR 
für S == (ab) = RV2, und baher eigentlich 
= Rg ' 
Sekt man nun in ber Formel für x‘ flat S RV2 


die um den nten Theil verfärzte Sehne, alfo - = 1 Sg 





„> — 1.Rrva, fo giebt der Hierzu gehörige Bogen von x/==y7 
die erforderliche Belaftung, wenn bereitd die Brücke fo weit 
gehoben ift, daß der erſte Theilpunkt n ben Horizont beruͤhrt, 
und es ift daher die Differenz x’ — x” dad an bem erften 
Theilpunkte anzubringende Gewicht. Eben fo ift, wenn 
2 = 2 gm gu flatt S geſetzt wird, ber entfprechende Merth 
von die erforberliche Belaftung, um bie Kette im Gleiche 
gewicht zu erhalten, wenn ber zweite Theilpunkt den Horizont 
AB berührt, und es iſt daher das an dem zweiten Theil⸗ 
punkte anzubringende Gewicht = x” — x. Auf gleiche 
Weiſe laffen fich auch die Gewichte berechnen, welche bei allen 
äbrigen Theilpunkten angebracht werben muͤſſen, um die Kette 
bei jeder Lage der Bruͤcke im Gleichgewicht zu erhalten. Naͤm⸗ 
Gh für 








s “m Hi- a 

sg Ss ie EN 

Sm ZDs iſt = 
ds rn De 


u. ſ. w., u. ſ. m. ‘ 
17* 
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' Borbergehenben leicht einzufehen ift, dad Gleichgewicht ehr jebe 
Lage hergeſtellt wird. 

Aufgabe 6. Die Zugbrüde ma, Fig. 79., wird mittelft 
eined Fadens adb, der ber Die Rolle g geht, aufgezogen, und ers 
hält zuleßt die vertifale Lage ma; es foll die Länge des Aber bie 
Holle bei diefem Aufziehen laufenden Fadens angegeben werben. 

Yuflöfung. Setzt man ma = ma = R, ben Radius 
der Rolle gd = gb = cm = ba = r, die Tangente ad=X, 
den Bogen ber Rolle db = x und ben Winkel cad = g, fo 
ift die gefuchte Länge Z des Aber die Rolle gehenden Fadens 
durch bie Gleichung beftimmt 

Z a (ad) + (db) - (be) = X rxı—r 
und da (ad)? + (gd)? = (ac)? + (cg)? 
alſo X F22 (R+r? + (R— tr) 

ff t X = 2R’ + r? und X = V(2R? + 1?) 
und weil bgd == ZLcad = 9, fo ift auch = F -20=, 

und daher wird Z= VOR? -+Hr?) + = _r 


wo nun noch ber Werth von p beſtimmt werden muß. 
Es iſt aber, wen man cd gezogen denkt, ba/ygd=180° 
in ben Dreied cgd 
(dP’ =(R— N)? Hr r+2(R— r)rcosp 
und in dem Dreieck cad 
| (dP = (Rr Hr — 2 (Rtrn)Xcosp 
elfo ift auch 
(R-r)’+r+2R-nrcosp=(R+n’+X’-3(Rtr)Xcosp 
daher wirb 
2[A+F)XHR-Tr]cospg=(R+r)’— (Rn) +X’—r? 
Ä =4Rr+2R?’=2R(R-+2r) 
mb es ift hiernach 
Rt) 
| R+tnX+t(R—-pVr 
wo für X ber Werth = V(2R? + r?) geſetzt werben kann: 
alsdann ift der gefuchte Werth von Z 


Z = VOR’ +) + I -r 
volllommen beflimmt. | 


cos p = 
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$. 50. 
Einige Bemerkungen über die Schraube. 

.4. St döcy, Fig. 80., die frumme Hberfläche eincd 
normalen Cylinders, nämlich eines Cylinders, deffen normaler 
Duerfchnitt ein Kreis ift, fo muß die Figur ein Rechteck fein, 
und es ift dd der Umfang der Grundfläche des Eylinders = 2rr, 
wenn ber Radius der Grundfläche mit r bezeichnet wird. 
Nimmt man nun auf de = Ööy die Theile da = ab = be 
= da = aß = Ay, fo fallen, wenn dad Rechteck um ben 
Eylinder herumgelegt wird, die Punkte a und & und eben fo 
b und A zufammen und die Trandverfalen bilden auf der Ober: 
fläche des Cylinders eine zufammenhängende Linie, welche bie. 
Schraubenlinie genannt wird. 

2. Wird dad Rechteck um ben Cylinder herumgelegt, 
fo fallen cd und z5 zufamnıen und bilden eine Linie auf 
der Oberfläche des Cylinders, welche zu der Axe deffelben pas 
sallel Läuft. Zieht man alfo ke parallel zu cd, fo muß auch 
diefe parallel zur Axe fein, und es ift nun fg = sh; demnach 
find von jeder auf det Oberfläche des Cylinders parallel zur 
Are gezogenen Linie bie durch bie Schraubenlinie abges 
fehnittenen Stücke gleich groß. 

3. Jeder Theil der Schraubenlinie zwifchen zwei aufs 
einander folgenden Durchfchnittöpunkten einer zur Are parallelen 
Rinie, wie de = aß=by ober au) fa Tag= gß +bhx. 
bildet einen Schraubengang. 

4. Man nehme den Umfang der Grundfläche bed Cy⸗ 
finbers als Abfeiffenlinie und feße die Höhe eined Schrauben> 
ganged == h, fo gehören zu der Abſciſſe de = x die Orbinaten 
deyg=y=-h+ryecd=y’=2+tyx. 

Nun ift de: ef dö : da 
ap x: y= 2ırn: h 


"folglich it y = ze 


hx — h (2ra + x) 
und deher yon 
bık _hf2-°?r +x] 
1m + Im - Irıı 
br hf53-2Aa+x] 
I + Im Zr u.f.m. 
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und biefes ift die Gleichung für die Schraubenlinie. Es find 
alfo, wenn man bie Abſciſſe de ald bloß zu ber Orbinate ef 
gehörig anficht, und bie zu ber Drbinate eg gehörige Abfciffe 
ald aus einem ganzen Umfange = dö und de beftehend a, 
bei der Schraubentinie die Ordinaten ben Abfciffen proportionirt. 
5. Fuͤr jeden Punkt g ber Schraubenlinie ift, wie ſich 
unmittelbar ergiebt, in dem Rechteck cdöy bie Linie aß, in 
welcher g liegt, die Tangente dieſes Punktes, und da die Li⸗ 
nien da, aß, by..., in welchen alle Punkte der Schrauben 
linie liegen müffen, parallel laufen, fo folgt, daß bie Tangen⸗ 
ten aller Punkte die Abfciffenlinie unter demfelben Winkel 
= add = 9 fhneiden, und weil die Tangente immer bie 
Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks ift, welches normal 
auf der Grundfläche des Cplinderd ſteht, fo folgt, baß bie 
Tangenten aller Punkte ber Schraubenlinie bie Grundfläche 
des Cylinders ebenfalls unter bemfelben Winkel @ fchneiden. 
Da nun d:daa=1:18@ 


fo iR au rn :h=1:1g p und bahertgp= = 


die Formel für die Tangente des Neigungswinkels gegen bie 
Grundfläche. 

6. Bringt man auf der Oberfläche eined Cylinders in 
der Richtung einer auf demſelben verzeichneten Schraubens 
finie eine überall gleich ſtarke Hervorragung an, fo bildet biefe 
ein Schraubengemwinde, unb ber mit einem folchen Ger 
winde bekleidete Cylinder wird eine Schraubenfpindel ges 
nannt. Ein cylindrifch ausgehöhlter Körper, in deſſen Höhs 
lung Einfchnitte in der Richtung einer Schraubenlinie anges 
bracht find, fo daß die Spindel genau hineinpaßt, ift eine 
Scraubenmutter, die mit ber dazu gehörigen Spindel zus 
fammen eine Schraube giebt. Bei dem Gebrauche derfelben 
wird entweder die Mutter feftgehalten und die Spindel darin 
berumgebreht und fo forfgetrieben, wie dieſes bei ber Mein 
preffe ber Fall ift, oder die Spindel wird feftgehalten und bie 
Mutter um dieſelbe Herumgebreht und dadurch fortbewegt, 
mie bei der Buchbinderpreſſe. Defters wird auch umgefchrt 
die Spindel herumgebreht und bie Mutter dadurch fortbemwegt, 
wie dieſes bei der Zimmermannsſchraube, durch welche ganze 
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Kraft, wie ber Umfang ber Grundfläche zu ber Höhe eines 
Schraubenganges. 

8. Aus diefer Regel geht zugleich hervor, daß, unter 
übrigens gleichen Umftänden, bie zu dem Gleichgewicht erfor 
derliche Kraft X deſto Heiner fein kann, je geringer bie Höhe 
ber Schraubengänge iſt. 

9. In ber Formel X = a bebeutet P den Drud, 


welchen die Schraube in ber Richtung der Are erleidet, h if 

die Höhe der Schraubengänge und r der Radius ber Grube 
fläche. Damit aber für X ein richtiger Werth erhalten werde, 

muß man den Werth von r größer ald den Radius ber Spin⸗ 

bel = und geringer ald diefen Radius + ber ganzen Stärke 

des Gewindes = d, alfo geringer ald g + Sannehmen; mar 

nimmt baher gewöhnlich dad arithmetifche Mittel zwiſchen 

e und og + I ald die Größe bed Radius r an und fegt das 
dar=o+%. 

10. Die Kraft, durch welche das Gleichgewicht herge 
ſtellt wird, wirt gewöhnlich nicht unmittelbar an der Flaͤche 
des Cylinderd, fondern mittelft eines Hebels in einiger Ente 
fernung von berfelben. Setzt man bie Länge dieſes Hebels 
von ber Are bed Cylinderd an gerechnet = R und bie an 
dem Endpunkte beffelben normal gegen den Hebel und paralld 

* zur Grundfläche wirkende Kraft = X’, fo ift, weil man X 
nur in einer Entfernung von ber Axe = r wirfend dentt, 
X:X=r:h, ao x = X 


Nun ift dr X= A alfo wird auch 


me hP hp 
— 5 und daher X’ = Ahr 
"alle =, P=bh:2Rr 
Es ift aber 2Ra der Umfang des Kreiſes, welchen br 

Angriffspunkt der Kraft befchreibt, während bie Laft um di 
Höhe eined Schraubenganges bewegt wird; alfo verhält fh . 
bei der Schraube allgemein die Kraft zur Lafl, wie bie Hk - 
eined Schraubenganged zu den Umfange des Kreifes, deſſen 
Radius der Abſtand des Angriffepunktes der Kraft von be ı 
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ben, unter ſich nie im Gleichgewichte fein Können, läßt ſich 
zwifchen benfelben, wenn fie gleich groß find, mittelſt eine 
Rolle immer dad Gleichgewicht herftellen; doch if dalbel 
zu berädfichtigen, daß durch die Rolle noch eine drite 
Kraft hinzukommt, nämlich der Drud auf den Punkt g, ca 
welchem die Rolle befeftige ift und um ben fie fich draft 
Es entſteht daher bei dem Gleichgewicht an der Rolle immer 
ein Drud auf die Axe berfelben, beffen Größe und Richtung 
eben fo beflimmt wird, wie ber Drud auf den Unterſtuͤtzung⸗ 
punkt eines Hebels. 

4. Der Drud, welchen ber Punkt g .burch bie an ber 
Rolle angebrachten Kräfte A und B erleidet, ift, wie bei den 
Hebel, eben fo groß, ald wenn biefe Kräfte parallel zu Ihrer 
Richtung unmittelbar in g angebracht werben. Weil aber bei 

+ dem Gleichgewicht an ber Rolle A=B fein muß, fo if aud, 
wenn man ge zu aA und gß zu bB parallel zieht, und gC 
die Richtung des Druded auf g fein fol, LagC = LögC. 
DXerlängert man aber Aa und Bb, bis fie ſich in c fchneiden, 
und zieht cg, fo wird durch biefe Linie ebenfalls der Winkel 
AcB= agß halbirt, folglich giebt die verlängerte cg die Rich⸗ 
fung des Druckes an, welchen der Punkt g durch die Kıdfle 
A und B erleidet. Wird die Größe diefes Druckes = C uns 
der Winkel AcB = c gefegt, fo ift hiernach 

A:C = singe : sinc = sinje t 2sinje · cosjc 

oder A: C = 1 : 2cosye 
und es ift baher C = 2Acosjc 

Diefer Drud C wird am größten für c=0, wenn al 
A und B parallel wirfen, es ift aldbann C = 2A; und a 
wird am kleinſten für c = 180°, wenn alfo bie Richtungen 
von A und B gerade entgegengefegt find, alddann it C=U. 

5. Iſt die Role in g befefligt und wirken zwei Kräfte 
A und B an berfelben, bie durch einen Faden mit einander 
verbunden find, fo nennt man die Rolle eine fefte Roll, 
und es muͤſſen bie Kräfte A und B gleich groß fein, wenn 
Gleichgewicht ftatt finden foll; durch eine fefte Molle wird 
alfo nichts an Kraft gewonnen, fie gewährt aber den weſent⸗ 
lichen Vortheil, baß bie beiden Kräfte unter jeber beliebigen 
Richtung im Gleichgewicht bleiben: baher wird fie vorzuge⸗ 
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bsacht, bie mit einer Kraft P an ber feflen RolleX im Gleich⸗ 
gewicht iſt; es ſoll die Abhängigkeit ber Größen n, Q und P 
von einander beflimmt werden, wenn bad Gewicht ber Role 
ken felbft unbeachtet bleibt. 

Aufldfung. Set man bie gleiche Spannung der Faͤ⸗ 
ben «’a und «’’B, welche bie Rolle A Halten, = a, und den 
Winkel, unter welchem dieſe Fäden verlängert fich fchneiden, = a, 
pp ift, nach $. 52. No. 3., 

Q = 2acosie, alp a = : Droskn 
unb biefes ift die an ber Axe ber Rolle B wirkende Laſt. 
Wird alfo die Spannung ber Fäden der Nolle B= b, und 
der Winkel, unter welchem fie fich fehneiden, = 4, fo iſt 


a 
— eos? Zeosie cos! 
Eben fo findet man die Spannung c der Fäden einer briften 
Rolle C 


zei, Rcog cosᷣcos / 
uf. m 

Kolgfich ift bie Spannung bed letzten uͤber die feſte Rolle 
X gehenden Fadens, welche mit P im Gleichgewicht und da⸗ 
ber auch = P fein muß, durch die Gleichung beſtimmt 

O . . 
P u Drcosie - cosiß » cosiy... 
wo ber Nenner außer 2= noch aud n Factoren befteht. 

Iſt nun a = P = ..., laufen alfo bie Fäden au, 
b#..., und eben fo auch auf der andern Seite a”B, HC... 
parallel, fo wirb Ä 

7777775, 
mb ed wirb P am Beinften für ben möglichft großen Werth 
von cosja, wenn alfo cosze = 1 und ſonach & = O wird, 
bi wenn bie Fäden ſaͤmmtlich unter fich parallel find, ndms 
Sch nicht bloß au’ zu.b?’, ſondern auch zu «B ıc.; unter 
biefen Webingungen wird P = ©. Uebrigens ifk Leicht, eins 


zuſchen, daß bei einer ſolchen Vorrichtung bie Laſt Q nur 
II. 18 
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fehr wenig gehoben werben kann, indem von A an jede fol 
gende Rolle immer ſchueller fteigt und daher A bie geringfie 
Bewegung erhält. 

Aufgabe 2. Es follen die Bedingungen für das Gleiche . 
gewicht bei einem Rollenzuge angegeben werben, wenn auch⸗ 
das Gericht der Rollen berüdfichtigt wird, und babei, wit 
dieſes gewöhnlich der Fall if, die Faͤden ſaͤmmtlich unter ſich 
parallel voraudgefegt werben. 

Auflöfung. Gebt man die an x”P erforderliche Kraft, 
welche mit Q int Gleichgeroichte fein foll, = X; die Kraft an 
x“P, welche mit der Rolle A, die ein Gewicht = A bat, im 
Gleichgewicht ſteht, = A’; die mit B, beren Gewicht = B 
iſt, im @leichgemwicht febende Kraft =B’ 2: fo ift, nach Auf 
gabe 1., 


ln 
4 4 
n Bi . C.. 


Wenn alſo P alles im Gleichgewicht erhalten fol, fo 
muß 
P=X+A+BPB +C.. 

„Od,“ B C M,. 

an +2 * tr za+t7z fein, 
und biefes ift die gefuchte Gleichung, welche dadurch eine eins : 
fachere Form erhält, daß gewöhnlich die Rollen fämmtlich eine 
gleiche Schwere haben, Setzt man nämlich A=B=C.. .=M, 
fo wird ö 


4 4 
P=-z 2+ n[%+ Fa tet 3] 


J (M+3+2+2..400) 





Vo 


-8 J = {ar —-1 
und es wird — ati 
p= = = M.ım. 
Die erforberfiche Kraft e wird alſo, wie groß auch die Un 
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zahl ber Rollen fein mag, wegen ded Gewichts diefer Rollen 
doch nie um das ganze Gewicht einer Rolle vermehrt. 
Aufgabe 3. Es ſoll überhaupt die Abhängigkeit der 
. Größen bei einem MRollenzuge von einander naͤder beſtimmt 
werden. 


Aufloͤſung. Aus ter Gleichung 


Pp=-2- "4m 


folgt unmittelbar, daß, wenn drei won den 4 Größen P, M, 


Q und n gegeben find, die vierte durch Nechnung gefunden 
werben kann, und es ift hiernach 


ypr»2-M, mM, 90=-r@E-M+M 


30-2 und ya SM 


Aus der leiten Gleichung Tann der Werth von n mit 
Hülfe der Logarithmen gefunden werden. Uebrigens verfteht 
es fich von felbft, daß für n nur ganze Zahlen brauchbar find. 

Aufgabe 4. Sind mehrere Rollen in einem Kloben fo 
mit einander verbunden, daß fich zwar jede berfelben frei hers 
umdrehen, keine aber ohne den Kloben fortbeiwegen kann, fo 
nennt man diefe Verbindung der Rollen eine Flafche, und 
find zwei folche Flaſchen durch einen Faden fo mit einander 
verbunden, daß dad eine Ende des Fadend an dem einen Klo- 
ben befefligt ift, und nun abmwechfelnd um die Rollen beider 
Zlafchen geht, fo wird diefe Vorrichtung ein Flafchenzug 
genannt, deffen Gebrauch darin befteht, daß die eine Klafche 
befeftigt ift, und an ber andern die Laſt fich befindet, welche 
durch eine an dem andern Ende bed Fadend angebrachte Kraft 
bewegt wird. Es follen die Bedingungen für das Gleichge⸗ 
wicht bei diefer Vorrichtung angegeben werben. 


Aufloͤſung. Iſt die Anzahl der burch bie Klafche, an 
welcher die Laft = Q fich befindet, gefpannten Fäden = n, 
fo ift, weil die Spannung aller Fäden gleich groß fein muß, 
Ve Spannung eines jeden Faben = - Q, und eben fo groß 


muß auch bie an bem zweiten Ende des Fadens erforberliche 
- 8% 





—— ⸗ 
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Kraft P fein, durch welche Q im Gleichgewicht erhalten wird, 
‚und ed ift daher bie gefuchte Steihung 

=n b 
wobei Q bad Gewicht ber Laſt mit Einfchluß des Gewichts 
der beweglichen Flaſche bebeutet. 

Zufatz 1. Beſteht die bewegliche Flafche aus m Rok 
fen, und ift dad erfte Ende des Fadens an der unbeweglichen 
Zlafche befeftigt, fo wird in ber Formel Q = nP der Werth 
von n=2m; ift dad erfte Ende des Fadens aber an ber bes 
weglichen Rolle befeftigt, fo wird n = 2m + 1, und es vers 
dient daher immer die leßtere Vorrichtung den Vorzug. 

Zuſatz 2. Die Formel Q = nP ift nur in dem Falle 
vollfommen richtig, wenn bie Fäden fämmtlich parallel find 
und bie Friction unbeachtet bleibt; biefe ift jedoch fo bedeu⸗ 
tend, daß nur innerhalb beftimmter Gränzen die Anzahl der 
Rollen vermehrt werden darf, wenn nicht durch bie Friction 
an Kraft mehr verloren gehen foll, ald durch bie hinzugekom⸗ 
menen Rollen gewonnen wird: was in ber zweiten Abtheilung 
diefed Bandes berädfichtigt werben fol. 


g 54 
Vebungen. 

Aufgabe 1. Ein in a und b, Fig. 85., befefligter Zar 
den amb, deffen Länge gegeben ift, hat eine bemegliche Schlinge, 
an welcher eine Kraft nach einer gegebenen Richtung wirkt; 
es foll angegeben werben, in welcher Rage der Faden durch 
diefe Kraft im Gleichgewicht erhalten wird. 

Aufidfung. Man ziche an b die Kinie be unter dem 
Winkel fbe, unter welchem bie gegebene Richtung der Kraft 
die ab ſchneidet; befchreibe aus a mit einem Radius, der ber 
ganzen Länge bed Fadens gleich ift, einen Kreisbogen, welcher 
die be in d fchneide; halbire bad in g und errichte in biefem 
Punkte auf bd die Normale gm, welche ad in m ſchneidet. 
Zieht man nun mb, fo ift amb die gefuchte Lage des Fadens, 
und wenn man burch m bie nP parallel zu be zieht, fo if 
mP. die Lage und Richtung der Kraft für das Gleichgewicht. 
Die Nichtigkeit diefer Aufloſung laͤßt fich auf folgende Art 
einſehen: Da die Kraft P fich an einer beweglichen Schlinge 
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ſind cq = q und qp = p bekannt, weil die Lage des Punk: 
tes p gegeben ift, und ba i 
" mx: xm = ng: gap 
fo ft and Sn:y=q— (an):p 
oder weil (cn) = cr — nx =x — Sn, fo ift 
Se ymamahön:p 


?r 
alfo au year in, | 
und daber wird bie, y=a’g—x(a—bY):p=arg—c’:p 
_pb?x_ 
Es ift alfo y = ck 


und weil auch y = > V(a? — x?) fein muß, 


y3 4.2 3 

fo erhält man es = a (a? — ı?) 
und baher a?p?b’x? = (a’q — c?x)? (a? — x?) 

eine Gleichung vom vierten Grade, durch welche der Werth 

von x berechnet werden Eann. 

Aufgabe 3. Drei Fäden find in einem feften Knoten 
mit einander verbunden, und ed wirken an benfelben drei 
Kräfte A, B und C; es foll die Lage des Knotens m, Fig. 86., 
fo beflimmt werben, daß die Kräfte an diefem Faden fich im 
Gleichgewicht erhalten, und ihre Richtungen durch die drei ge⸗ 
gebenen Punkte «, 4 und 7 gehen. 

YAufldfung. Sebt man die Winkel amf=c, amy=b 
und Amy = a, fo muß, weil bie Kräfte fich im Gleichgewicht 
erhalten follen, 

A:B:C= sine : sinß : siny fein 
füra+f + y == 360°, und ed ift daher, wie fich leicht 
einfehen läßt, wenn man die Richtung cC der einen Kraft C 
säcdwärtd verlängert, und nun ein Parallelogranım entwirft, 
befien Diagonale mit der verlängerten Ce und deſſen Seiten 
mit den Nichtungen ba und bA zufanmenfallen, 


Bꝛ Cꝛ - A A+CO—B 
sonne ggg; 08h m ga und 
| Aꝰ Bꝛ _C 
cDEC ız — —ZaB. — 


Die Winkel a, b und c find alfo Durch die brei gegebe⸗ 
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bie anbern beiben über zwei ihrer Größe und Lage nach ge 
gebene Rolle gehen. " 

Aufloſung. Durch die Kräfte A, B und C fin 
auch die Winkel a, b und c gegeben, die in ber gehörigen . 
Rage an die Kinie angefragen werden können, zu welcher bie 
eine Richtung parallel fein foll, und man erhält hierdurch für 
die Richtungen aller drei Kräfte eine Rage, welche der geſuch⸗ 
tem parallel ift. Werben alfo an beiden Rollen Tangenten ges 
zogen, welche parallel zu den gefundenen Richtungen find, fo 
ſchneiden fich dieſe in der gefuchten Lage m des Knotens. 

Zufag. Die Auflöfung ift ganz diefelbe, wenn flatt ber 
beiden Rollen nur eine Rolle und ein Punkt, oder wenn zwei 
Punkte gegeben find. 

Aufgabe 8. Das Dreied pr, Fig. 86, und bie 
Winkel bei ın, alfo a, b und c find gegeben; man foll hier 
aus bie drei Linien me, mf, und m; berechnen. , 

Aufloͤſung. Sept mny=A,y=Bmy=X 
Imßy = p und Zmay = y,, fo ift | 

A:X=sna:snpyudB:X=siub:siny | 
alſo x = AP und x — Bein y f 
sin a sin b - 
hiernach ift A sin b sin ꝙ =B sina sin y 
und weil w= 360° — (y + a + b) — 9, wofür man ſetzen 
tn y=S— 9, fo if { 
Asionbsnp=Bsinasin ($— g) j 
nämlich es ift 
Asinbsing=BsinasinScosp—Bsina cos Ssiny 
und hieraus folgt 
t u B sin a sin S 
SP An bHBsinacoss 


Nun ift aber ganz allgemein siny = und dar 


Be 
Muri? 9) 
ber, wenn gp = Br gefegt wird, 


. z 
ae 

In dem gegenwärtigen Falle aber it z = B sin a sin 5 
mdn=Asinb-+B sin a cos 5, aljo wird 
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P muß aber ben Kräften Z und V dquipollent fein, alfo 
iſt 

P: Z: V sin 4: sin : sin (9) 


nd hieraus folgt | 
zuPeny_ Q sin y 
| sin Ö cos & sin ß 
und V — P sin (6 *9 u Q sin + y) 
sin 4 cos «@ sin 4 
Tormeln, die für jede Richtung. ber Kräfte Z und V richtig 
find. Iſt nun mz parallelad, und mv normal auf mz, alfo 
Lımv = 90°, fo wirb 
sin ö = sin 90° = 1, siny=cose und sin (A+y)=sin «a 
und es ift daher in biefem Kalle 


cos & sin «& 
zu = Qu vl =0Ot« 


Zuſatz 1. Soll die Laft Q durch ein Pferb fortgefchafft 
werben, fo iſt am das Zugfeil, mz parallel ad die Lage bes 
Bruftriemend und mv normal auf mz bie ded Tragriemens, 
und es geben daher die Ausdruͤcke Z= QO md V= Otge 
bie erforderliche Kraft des Pferde. Da z= 0, fo folgt, 
ba bad Pferd immer bie ganze Laft Q zu ziehen hat, und 
Vz Q ig « giebt den normalen Drucd, welchen das Pferd 
burch den Tragriemen erleidet: dieſer Druck wird deſto Meiner, je 
Beiner ber Winkel & iſt. Setzt man die Höhe des Punktes 
m über dem Horizonte mc = h, und die Länge bed Zugfeils 
am == ], fo iſt ac = V(l? — h?), und da 

aa:scemmil:tigo,alfovl’—h):h=i:tge 
ſo iſt tg & ⸗ und der Druck wird daher 
IQ o. 
vn 
Hieraus geht alfo hervor, daß ber Druck beflo geringer wird, 
je größer ber Werth von I ift, je mehr alfo bie Länge des 
Zugfeild beträgt. 

Zufag 2 Sind h, Q und V. gegeben, fo läßt fich die 
atſprechende Länge 1 des Zugſeils leicht berechnen; denn es iſt 

3 2- 3 
pl u QM 


236 


Lift alfo 
fo findet 


Aufgal 

Auf 

gefpannte 
" Gewichte 
einzelnen Theile deffelben beftimmt werben. 

Auflöfung. Sieht man von den Punkten b, c, d, e 
Senfrechten bA, cB, dC, eD, fo geben diefe Linien die A 
tungen der Gewichte A, B, C und D, und e8 find diefe Richt 
gen ſaͤmmtlich unter fich parallel. Außerdem ziche man nun 
von den Punkten m und n, an welchen das Geil befel 
ift, die Senkrechten mM und nN, feße die Winkel, melde 
GenfrehtenmM, bA, cB :c. mit ben einzelnen Theilen mb, 
ed c. des Eeiled bilden, a, b, c, d... und die Spannung 
Theile des Seiles @, , 7, 0 :c., fo iſt A mit @ und 4 
Gleichgewicht, B mit A und ;, C mit z und du. f. w., unda 

LmbA = 180° — a, ZbeB = 180° — bi. 
daher ift . 
a:ß=sinb:sina 
£:iy= sine :sinb 
alfo @ 
ferner x: 
adpa:ö=sind:sina 
fen ö:e=sine:sind 
folglich ©: = sine : sin a 
Hieraus geht alfo hervor, daß die Spannungen ber einzel 
Theile des Fadens zu einander fich umgekehrt verhalten, W 
die Sinus der Winkel, welche die Richtungen dieſer Thel 
"ron Senkrechten bilden. Es ift nämlich 






= since :sina 
= sind: sin ec 
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a:P=sinb:sina 
BR Sure 
:ö = sind: sin a 

| | :ö=sind:sinb «. 

Aufgabe 2. Es ſoll die Abhaͤngigkeit der Spannung 
ber einzelnen Theile eined Eeiled von den Gewichten angeges 
ben werden, burch welche daffelbe gefpannt wird. 

Auflöfung. Es ift Zmbc = 360° — (b 1800 - 2) 
=160°— b+a 

und baher sin (mbc) = sin (b — a) 
eben fo ift sin(bed) = sin (c — b), sin(cde) = sin(d— c) x. 
hiernach if 
A:ra=sin (b — a): sin b 
B:f=sin(—b):sinc 
C:y=sin(d—c):sud d 
 D:ös=sin (e — d):sinex. 
a«sin(b — a) _ 
| Hieraus folgt nun A = —hh 
« cos b sin a 
sin b 
und wel «a: f = sinb : sina, alfo asina = ß sinb, fo 


ft auch nn = ß cos b, und ed wird baher 


—g (sinbcosa — cosbsina) = «cosa — 


A=a.cosa— cos b 
unb aus bemfelben Grunde B= A cosb —y cos c 


folglich AtB= a cosa —y cos 6 

fme C=ycosc—öÖ cosd 

ud ſonach AFB+C=acosa—6cosd 
endlich D cos d — 8 cos e 


folglich A+B+C+D=acosa — 4 cos e 

Die Summe der Gewichte wird alſo erhalten, wenn man 
die Spannung des erſten Theils und die des letzten, jede mit dem 
Coſinus des Winkels multiplicirt, welchen die Richtung dieſer 
Spannung mit ber Senfrechten bildet, und beibe Produkte von 
einander ebriht. Naͤmlich es iſt 

A4 cos a — 4 cos b 
AB cos aà - 5 cosc 


‚288 
A+ 


Auft 
geſpannten 
die Groͤße 
mit denſell 
Auflöfung. Verlängert man bie Nichtungen ber beiben 
Theile, deren Spannungen @ und e fein follen, bis fie fich in 
x ſchneiden, ig. 92, pif/imm=x=atg, und es 
muß nun, weil X mit @ und e im Gleichgewichte fein 
fol, 
are=sin y:sin y fen. 
Nach Aufgabe 1. ift aber auch 
ar ine: sina= sing :sina 
folglich ift ein y : sin y’ = sin p : sin a 
und hieraus‘ folgt unmittelbar 
yro=y +a= 180° 
die Richtung von X ift alfo parallel zu mM und nN, und 
es hat ſonach X diefelbe Richtung mit den fpannenden Ge 
wichten, nämlich fenkrecht gegen den Horizont. 
gemaita:X=siny:sinx 
und daher auch ©: X = sin g : sin (a ) 
asin(a+9) _ « (sina cos p +cos a sing) 








folglich if X = Yo in sinn 
naͤmlich es iſt X = MT ruma 


und weil @ sin a=esin g, fo ift auch 
X=e:cop+tacoa 

Es ift aber cos p = — cos e, folglich ift endlich 
X=acosa-ecose 

Nach Aufgabe 2. ift aber auch, Fig. 91., 
A+B+C+D=acosa—ecosc 
folglich RX = A+B+C+D 

Hieraus geht alfo hervor, daß die zu den Spannungen & und 

serforberliche dritte Kraft X der Summe der fpannenden Kräfte 

gleich ift, und zu denſelben eine parallele Richtung hat; wers 

den alfo die Richtungen zweier gefpannten Theile des Seiles 


verlängert, bis fie ſich ſchneiden, fo giebt der Durchfchnitter 
punkt 


— — 


aufı 

Uufg 
tenlinle, u 
abgeleitet r 

Aufl 
und n in de 
borlzontale 
und bie Ir. 
der Langen 
Winkel = 
recht aufn 
und die Di 
Punkte die 
Drtinate= 
Nnaten ent 
der Tangeni 
dem ſei da 
Setzt man 
T=T 
Nrg>ı 
«dv. T 
wen man 
au dem D 
Tardente d 
em Eivananı 







NT Men van au u 
w wir im „is zıien am dem Theilchen 

dl Kit Tan Tomi AV im Gleichgemichte fung 
wr dr Tee melden ie Aulzung ara T mif der Genk- 
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rechten bildet, iſt — p und der, welchen T’ mit berfelben macht, 
= 9’; dad Gewicht von dV aber wirkt in ber ferfrechten 
Richtung vV. Es muͤſſen alfo jeßt die brei Kräfte T, TV 
und AV in ben, Fig. 93°, angegebenen Richtungen unter fich 
im Gleichgewichte fein und weil der der Kraft 
T gegenäberliegende Winkel = 180° — ꝙ 
dV ” » = 180° — (p — 9%) 
pt T:T: AV = sin pi sing: sin (p — 9°) 
nämlich es if, weil sin(p — p‘) = sin (— dp) = - dw, 
T:dV= sin y 
| und Bieraus folgt — Tdp = av sin 9°... (a) 
oder, weil sing’ = sin(p+ dp)=sinp. cosdp+cosp-sindp 
=sinp + cosg dy, 
— Tdp = dV sin p + dV cosg dp 
wo das Slieb AV cos p - dp als ein Differential ber zwei⸗ 
ten Ordbnung verſchwindet; daher iſt 
I. — Tdp = dV sin ꝙ 
ferne ft T: T’ = sin 9 : sin o 
mb daher auh T : T’— T = siny‘ : sin ꝙ — sin y/ 
| alp,taT’’—-— T=AMT, 
AT sing =T [sing — sin g) 
| =T [sir $ — sin (p + dy)] | 
= T [sing —sing cos dy — cos p sindy ] 
unb weil cos dp = 1 und sin dp = dp, fo wird 
dT sin y =— T cospdp 
Es ift aber nad) (a) 
— Tdp = dV sin 9°, folglich iſt aud) 
AT sin ꝙ = cos p - dV sin ꝙ 
wird II dT = dV cos g. 
Die beiden Differentialgleichungen 
L — Tdp = dV sin p und I. dT = dV cos 9 
laſſen nun auf folgende Art fich integriren: Es folgt 
as J. — Tdp cosp = dV sinp cos p 
aus II. sin gdT = dV sin ꝙ cos ꝙ 
folglich iſt — Tdp cos ꝙ = sin ydT 
und daher wird 
sin p - AT + Tdp cos p = 0 
nämlich ed it d (T sin g) = 9. 
1 


292 > genen men au 


und Herand erfält man unmittelbar. : . 
T. ein @ + Const = 0 


Für g == 90° aber fällt y mit © zulammen, und es ik. 
"bann T == 7 bie Cparmung bes horhontalen Punkte, bo 


i 
nr y + Const = 0 und alfo Comst = y 
dieſes giebt bie Gleichung 
J 7T sin ꝙ ⸗ 
welche mit ber erſten, $. 55. Yufgake 5., erhaltenen Zormd 
übereinftimmt. 
Noch des zweiten Differentialgleichung iſt 
dT=dVcop- 


da man nım hier DZ oranen het, fa 
d G,) = dV c0s9 
‚nämlich, weil hier y eine Eonflante if, 
mr p dp _ av co 
en ꝙ 
und daher dV = — Far} 
le Verf = rt p + Comt 
man findet aber Const, = 0, weil, für = 90°, V==0 wer 
den muß; daher ift 
V=yotg 


und dieſes ift die zweite, 6. 55. in der Sten Aufgabe, gefuns ' 
dene Gleichung. ; 

Zuſatz. Wird bie in y wirkende Kraft ber Spannung 
= T, bie in der Richtung der Tangente wirkt, in eine hori⸗ 
zontale Kraft = X und in eine vertifale = Z zerlegt, fo fine 
bet man 

x=-TsioygwmbZz=Tcosp 

und ed ift daher X=y und er ei a 
Hieraus geht alfo hervor, daß ber horizontale Teil ber Span . 
nung eined jeden Punfted y, der Spannung > bed horizonta ⸗ 
len Punktes c, und der vertikale Theil der Spannung, bem 
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Gewichte von ey glei if. Der Werth von T wirb alfo 
deſto größer, je weiter der Punft y von c abliegt, und es ift 
derfelbe daher bei m am größten. 

Aufgabe 2. Es foll angegeben werben, wie bie Abs 
ſciſſe ex = x und bie dazu gehörige Ordinate xy = y von 
der Länge bed Bogend cy = S und von dem Gewichte def 
felben = V abhängt. 

Aufldfung Es ift, Fig. 95., 

x:ıy=1:1809 
‚alfo, da tx bie Subtangente des Punktes y ift, 
'  St:y=1: u p 





und weil ganz allgemein St = Fo ‚fo ift 
d«x:dy=1:89 

und daher tg p = 4 

5 


Danun V7 cot ꝙ, alſo tg ꝙ = iſt, fo wird 


dy 
z = en und daher dx = Vdy 


i Berner ift, weil S Die Länge bed Bogens cy fein fol, 
(dS)? = (dx)? + (dy)* 


V 
wo nun bier entweder für dy ber Werth = - oderd=- „= 
gefetgt werben kann, wodurch man bie liden Gleichungen erhaͤlt 


Vds 
Sr 
ds 
und 2) dy= 


Diefe Ausdruͤcke find vollkommen beſtimmt, ſobald bie 
Abhängigkeit bed Gewichts V bed Bogens cy von ber Laͤnge 
S beffelben bekannt ift, fobald man alfo die Function kennt, 

welche den Werth von V durch S ausdruͤckt. Gewöhnlich ift 
V der Länge S proportionirt, indem das Gewicht eines überall 
gleich ſtarken Seils direct mit der Länge deſſelben waͤchſt; ſetzt 
man bei biefer Vorausſetzung dad Gewicht der Längeneinheit 
des Geiles = g, fo wird V = gS, und die Curve wird in 
biefem alle eine gemeine Kettenlinie genanat. 


294 
Auf 
wie unter 
Seile at 
Auf 
außer V 
IR -baber, 
=g fen 
Gewicht 
Nun iſt, 


folgtid 


und dahe 
und weil 

0 
fonach if 


Ferner ifl 


Nah M 


folglich 
und weil 
0=c 
alfo 

r 

Au 
Kettenlin 


von eina 
Aul 


ſolglich 
Nach Ni 
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3 2 
y = el [+2] 
ed ift alfo auch, wenn man hier für S den Werth ſetzt, 
_ V(. F2ck)tı rec 
1) y=clog era tre te | 
die gefuchte Gleichung, durch welche ausgedruͤckt wird, wie y 
von x und c abhängt. Will man umgekehrt ermitteln, wie 
xvon y und c abhängt, fo muß aus diefer Gleichung ber 
Werth von x burch Reduction befliimmt werden. Es ift alfo 
Y_ log V(xꝰ +2) + x rc 
ce >? c 
und daraus folgt, weil hier überall natürliche Logaritimen 
verflanden werden, wenn man die Grundzahl ber natürlichen 
Logarithmen = e ſetzt, 
gu /Yt2md)trıtec 
c 


Y 
Hiernach iſt, wenn man einftmeilen ee = Y feßt, 
c“—(c+x) = V(a? + 2c5) 


m .. 


und daher 
eY? — 2cY (c+x)+(x + co)? = x’ + 2x 

Ä alio ?Y’ — 2Y(cc+x)+d®=0 

folglih it 2Y(ce+x)= CV’ + 

und ſonach 2Yx = cY? + c — 2cY 
: daher wirb 





 _ )z0+m-2 


Aufgabe 5. Es foll angegeben werden, wie y, unab: 

hängig von c, durch S und x beflimmt werben Tann. 
Auflöfung. Nach Aufgabe 3. iſt 
x= = c+ V(S’+r cd) 
und daher (x +? =S’+ c 
2 — 
alſo tx? + 2x = S’undc>= 5 pr = 
Wird diefer Merth von c fubflituirt in der Gleichung 


| Vx? +2) rc+x 
f y=c lo | —— ⸗ 


| e.ıo-ı 
und ndlih 2) x=—- [ec te «© — 2]. 





C 


“296 


fo erhaͤlt mı 
y: 


S’—’ 
* 2x ) 
und daher i 





Aufg 
man foll d 


Auftlı 


ud y= 

Setzt 
=a2,: 
mengehörig 


ı=—ı 


wo jedes 9 
x benutzt 
ausgedruͤck 

Berec 
von Coordi 
ſo werden 
Curve gefi 
Uebrigens 
zwei gleid 
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tbinaten zugehören, daß alfo ca, Fig. 93., eine Axe ber 
urve iſt. 

Aufloͤſung 2. Nach g. 55. Aufgabe 5. iſt V=ycotp 

und daher auch cot p = E-: 

kt man num einen fehr Heinen Theil der Curve, Fig. 93., 
y=3,cy=-$,cx=x,xy= y, bie Zunahme der Ab⸗ 
iffe, während bie Curve um a waͤchſt, = Ax, und bie Zu⸗ 
ahme ber Ordinate = Ay, fo wird 

a: Ax —1:3 cos ꝙ und a: Ay — 13 sin ꝙ 


glich i „St: 





Ax= a cos pub Ay =a sin ꝙ 
if alſo jetzt für 


i=0, cotg! 3; Ax=r'=acosp'; Ay’=y’=asinp’ 
ma, cotꝙ -., Ax"= acosgp”; Ay” = a sing” 
i=2a, eotgu=; Axt a con gl; Aylt= a sin p% 


je da, cotgr= ”, Axr= acosp"; Ayr = asingp"” 


u. ſ. w., u. ſ. w. 
emnach iſt, wenn nach und nach die Abſciſſen mit x’, x”, 
“x” x., und bie dazu gehörigen Ordinaten mit y’, y’, 
y’” 20. bezeichnet werben, 


ng 5; x =aco gun y =a sing‘ 

X =; "=yr +tacosg"undy"=y’ tasinp” 
gt =, Er Ya -a bos ꝙꝰ und y’=y"+asinp” 
gr “, xir ⸗ gl acosp" undy=y’tasing'” 


u. ſ. w., u. ſ. w. 
wh man kann auch auf dieſe Weiſe jede beliebige Anzahl von 
estten der Eurve beflimmen. Nimmt man übrigens für a 


Aufloͤſ 
der folgenden Werthe von S richtig iſt, aber unbedingt fü 
Refultate giebt, fobald die Differenz zweier auf einander 
genden Werthe von S nur einigermaßen bedeutend ift; 
erhält alddann immer die Abfeiffen zu groß. 

Aufgabe 7. Dan Eennt bie Ränge ded ganzen € 
men =2L, $ig. 93., und den Abftand der, die beiden in di 
Horizont liegenden Aufhängepunfte verbindenden Linie nn 
c, ca = 25; es foll hieraus der Werth von c, das Verbi 
der Spannung vom Scheitel c zu ber am Aufhängepunfi 
ober m und die Linie mın berechnet werden. 

Aufldfung: Setzt man in der Formel 1. Aufgabı 

x=-c+Ve@+8) 
x=(a)=gwbS=me=L, fo wird 
gte=Ve+r1) 
und hieraus erhält man unmittelbar 





Ferner fg p = 5= 5 und bie Spannung T =: 


Da nun sin p = — — ſo iſt hier 





Ä 
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alſo To vier 9) 
unb baher wirb 
y!iT=c:V(c + S°) 
nämlich ed ift, weil 
* +. +21’ +’? _ 5) 


ig 25 /’ 
* 1, 
) y:T TE L - 2:2’ +g 
Endlich iſt 
5 + V(@ + 9) 
y = el [7] 
2 2 
alſo, ba bier Ve+s—! 6 mS=L, 





L-+ g% + 8) 
y== c log I * |= & 10g >] 


und daher, wenn man bie Linie am mit h bezeichnet, 
L’ — eg? L + 
) b- 2g log Gear: 
eine Formel, bie auch unmittelbar aus Aufgabe 5. fich ergiebt, 
wenn man bort S= L und x = g feßt. 

Aufgabe 8. Don einer gemeinen Kettenlinie men, 
Fig. 93., iſt die obere Weite mn =2g und bie Höhe ac=h 
gegeben; es foll diefelbe conflruirt werben. 

Aufldfung Es fommt hier darauf an, aus ber Abs 
fiffe aac=x=h und ber dazu gehörigen Ordinate am=y=g 
entweder den Werth von S oder den von c zu beflimmen, 
weil, wenn dieſe Größen befannt find, die Conftruction jebens 
ſalls bewerfitelligt werden Fann, Es ift aber, wie aus Auf- 

| gabe 4. und 5. fich ergiebt, ſowohl die Gleichung zwifchen x, 
| yund e, ald auch die zwifchen x, y und S trandcenbent; 
nämlich es ift 

: 2 +xı+ 

I = log [7 + sr) x 9 
Ejo GE 
2x S — 1 
md der Werth von S oder c kann baher aud x und y j 
durch eine unendliche Reihe näherungsweife gefunden werden. 
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Ein folcher 
ten: Es 


un 


folglich ift, 
aıy 

Ss. x? 

und daher 


x 


und Szy 
Hiernach if 
y 


folglich 3 


=1. 


und hieraui 
Quadrat cı 
a 

5 

daher ift ar 
S2 


and weil S 
RS 


Hierau 
Statik S. 112. den Naͤherungswerth 
Sy 4 10 — 1052) 


Ba 
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mb dieſes ‚giebt durch Reduction, wenn man z und S durch 
: und x ausdruͤckt, 
a __ x (2520c? + 390cx — 25x?) 
ns 45 (266 + 9x) 

der genauer noch 
198880?x + 6913cx? — 157x° 

39939c + 10000x 
soraut nun für bie gegebenen Werthe von x=g und y=h 

Ser entfprechende Werth von c berechnet werben Tann. 

Zuſatz. Man hat verfchiedene praftifche Methoden in 
Borfchlag gebracht, um aus x und y bie dazu gehörigen Werthe 
son c und S fennen zu lernen, von welchen bie einfachfte bie 
ft, daß man ein fehr biegfamed Geil aufhängt, fo daß mn 
und ac, Fig. 93., die gegebenen Dimenfionen haben, und nun 
bie Länge bed Geiles mißt. Die Hälfte hiervon ift alsdann 
= S, woraus c leicht gefunden werden kann. 

Außerdem hat man verfucht, Hälfstabellen zur Beflims 
mung bed Werthes von c zu berechnen, deren Einrichtung 
in Folgendem beftcht: Nach Aufgabe 4. No. 2. ift 


c,T, -! 
x=;l[e@te e— 2] 
und ed ift daher, wenn man y = me feßt, 
x=;[e" tem —2] 


wofuͤr man x = nc feßen Fann, 

Daher wirb 2 in 
Berechnet man alfo für verfchievene Werthe von m bie bazu 
Ahörigen von n, fo ift für 5 = — immer 


y=nıc "und x=nc 
Wird nun eine Tabelle angefertigt, welche zu verfchiebenen 


Rertben von r bie dazu gehörigen Werthe von y und x 


enthaͤlt, fo läßt fich mit Hilfe verfelben für jeden Fall der 
Bert von c leicht finden. Sftenimigx=hwmby=g 


ergeben, fo fucht man in der Tabelle in der Spalte - den 
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.  woburd a 
Are ca bei 
Ferne 


und weil, 
‚und daher 


wodurch aı 
die Axe ar 

Aufg 
Raumes ar 

Aufti 
ren ift, weı 
des erſten 


und bad d 


weil ferner 
und daher c 


folglic 


nämlich es 
gefundene I 


x“ 

Sr: 
und daher r 
zZ: 

oder, wenn 


Nach Auf, 


Nach 
Xuat 


und es ift 
Ir 
Setzt man biefen Werth in No. 2., fo wird erhalten 
5 SV(e®+ 5° 
sa=l -a- —— Ser = 


oder weil Ve? + S)=c+x, fo wird 
sy .cS(e + x as 
2 fi = tn Ser) .d en 


Endlich if 
dS 
j Ser = log [S + V(cꝰ + SY)] + Const 
und weil biefed Integral =O werben muß, wenn man S= 


nimmt, fo ift Const = — log c, und baher 
dS 


ae [StVe+s1_y 
Ver ss — lo ( © ) € 
folglich wird 


Sy Scl+y),e 
2 ſys - 2-77 49 
Da nun, nach Aufgabe 11., 7 = ıy — cS + cy, fo win 
ei a 
fisyd = H_ eay—cS+cy) _Ser2,9 
= ![2y(S° — 2ex) + 3’S — Ic’y — cs] 
ober weil S? — 2cx = x?, fo wird endlich 
Jaydx = 1[22?y + 308 — 3c'y — cSs] 
“ Jıydx _ 2x?y + 3c’S — Ic’y — ct 
u DIE u ET YES — vey m 
und baher I. x Z Tas -5+0) 
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Ynı mm auch den Werth von, y’ „Le ju finden, 


ung das Integral /y?dx näher beflimmt werben. Es iſt aber 
d (y’x) = y*!dx + 2sydy 
folglich wird y’dx = d (y?’x) — 2xydy 
und daher 1) /y’dx = y?x — 2ıydy 
- Nun ift sydy + dy/xdy = d [y/ıdy] 
md es iſt Daher auch 
Jsydy = yſxdy — /[dy/xdy] 
alſo wird, wenn man biefen Werth in No. 1. ſetzt, 
2) /y’dx = y?x — 2yfxdy + 2/[dy/xdy] 
wo ed nun für's erſte Darauf ankommt, ben Werth von /xdy 
näher zu beflimmen. 


Es iſt aber dy= ar 5 undx=—c+V(c+S?) 


„ DetViütS)]ed _ — c?dS + cdS 


Ve+5) „Ve VS) 
folglich iſt Jsdy =ı(S— fan +5” =(S-.cy 
und es wirb baher, wenn man biefen Werth in No. 2. feßt, 
3) Pix = y’xs — 2y(cS — cy) + 2f(cS — cy)dy 
eu y’x — 2cSy + 2cy? + 2c/Sdy — cy? 
u yiX— Fr + cy? + 20/Sdy 


ferner iſt /Sdy SE 55 +35” c-V(?+S?) + Const 


unb weil für S == O das Integral = O werben muß, fo ift 
Const = — cVc? = — c?, und es iſt daher 
JSdiy=cV’+S)— “= cı 
Siernach ift endlich, wenn biefer Werth in No. 3. gefeßt wirb, 
4) Jy'dx ze y’x — 20Sy + cy? + 2c’x 
: Da nun y’ Ef wird 
| Ds Hy re 
2(sy—cS+t cy) 

Yufgabe 13. Die Kettenlinie cm, Fig. 93., dreht fich 
ww ihıe Axe ca; ed foll der Kubikinhalt bes baburch erzeug⸗ 
tn Koͤrpers angegeben werben. 

Yufldfung. Die Formel für den Kubifinhalt X eines 

20* 


II. y= 


bie $ı 
ber a 
befanı 


Dan 


fo erhält man hieraus ebenfallg 
X = 2y/Za = n (y’x — 2Sy + cy? + 2er), 
Aufgabe 14. Es foll der Schwerpunkt des in ber 
rigen Yufgabe beftimmten Körperd angegeben werden. 


Aufldfung. Wird der Abftand ded Gchmerpun 
vom Scheitel = x’ gefeht, fo ift, nach $. 35., x -& 


und da ber Werth von /y?dx bereits gefunten ift, fo fon 
es bier nur noch darauf an, den von xy?dx näher zu befi 
men. Es ift aber 
d (xy?) = Axy?dx + 2y’ydy 
und daher 
xy? % 
1) fyrdıı = ;- — K’ydy 
Da nun d (y/ady) = dykdy + yx?dy 
alfo A?ydy = yſxdy — SLdy/s’dy] 
fo ift auch 
2 fy’dx = iayı — yfray + SIdyhrdy] 
und weil d:dy=S:c,fpildy= = 
eridx _ ex’dx 


alſo x?dy = 
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vo. — Big = ef” 


I - dels + % de  _ _e(x—3)S 3 y 
Sy“ 2 2. c 
se 
‚md ed wird nun, wenn man dieſen Werth in No. 2. ſetzt, 
ſaydx = ix’y? — yliexS — JS + ey] + 
JaxS — 205 + 3y) dy 
“mlich es ift 


3) y?dx = }aty? - exSy + 3cSy— Icy"] + 3 /xSdy 


3 3 3 3 
— I ISdy + Z Jydy 
Werben biefe einzelnen integralien gefucht und alles ge⸗ 
Birig integrirt, fo findet man endlich 
4) (sy?Pdx = !1[22?y?— 2cxSy+6cSy—Iy?’ Fert— 6c’x] 
und hieraus folgt für die gefuchte Lage ded Schwerpunf: 
tes 


—E [x — 21292 — 2cxSy+6c7Sy—3c? Pter?t6c’z x 
dx — 
Aufgabe 15. Es foll die Formel für die kumme Ober: 
fläche eined Kettenkonoids angegeben werben. 
Aufldfung. Die Formel für die krumme Oberfläche 
W eines jeden durch Arendrehung erzeugten Körpers iſt, nach 
$ 129. bed erflen Bandes, 


We 2ufgäxy/ | 1 + (3X) | = 2afsveiao® + (dv 
ninlich es if 





W = 2n/ydS 
und mit Huͤlſe ber bereits gefundenen Integrale wird bieraus 
erhalten 
We2n(Sy— . 6x) 
Aufgabe 16. Die Lage des Schwerpunktes ber krum⸗ 
men Oberfläche eines Kettenkonoids foll beſtimmt werben. 
Auflöfung. Die Formel für die Lage dieſes Schwer: 


punktes iſt 
— 
x’ Yyis 


Berlin, gedruckt bei A. Petſch. 
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Einwirkung des phyfifchen Zuſtandes ber Körper 
auf bie Geſetze ber Statik. 


Erfter Abſchnitt. 


Don der Frietiom 


G. 57. 
Einleitung. 


1. E. iſt kein Koͤrper abſolut glatt, ſo daß er ganz 
ftel yon Erhöhungen und Vertiefungen auf feiner, Oberfläche 
Bire; Heraus erwaͤchſt bei jeder Bewegung eined Körpers über 
; Gum andern ein Hinderniß, zu deffen Befeitigung ein Krafts 
. fand erfordert wird. Dieſes Hindernig der Bewegung 

Bant man die Friction oder die Reibung. 
2, Die Friction kann als eine paffive Kraft angefehen 
werden, welche verurfacht, daß dad Gleichgewicht bereits ‚eins 
' dütt, bevor noch die Momenie gleich find, und auch aldbann 
ucch beftcht, wenn nach der Theorie ſchon längft eine Bewe⸗ 
gung erfolgen müßte. Iſt 3.8. zur Kerftellung eined Gleiche 
gewichts eine Kraft = P erforderlich, und ift bie zur Ueber⸗ 
Bindung ber Friction nöthige Kraft = F, fo findet bereits 
bi der Einwirkung einer Kraft = P—- F Gleichgewicht ftatt, 
. mb es wirb baffelbe erft alsdann aufgehoben, wenn bie Kraft 
>P-Fif. Die Friction hindert alfo die Bewegung In 
nerhalb gewiſſer Graͤnzen, und während theoretifch unter ges 
Kbenen Umftänben eine beſtimmte Kraft =P zur Erhaltung des 
Bechgemichts erforderlich ift, fo daß dieſes nicht beſtehen kann, 
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eine durch 
Diefe Zabl 
Gewoͤhnlich 
bat man 5 
auf Eichen 
der Faſern 
1, und 
dient = 0,: 
Drud 100 
erforderliche 
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= 0,26 ge 

7. D 
Körpern iſt 
haͤngt aber 
fo daß ſie 
man alſo b 
— r und t 
Ueberwaͤltig 
nun für ebi 
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ıF 
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gegen ben 
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Big. 66, ur 
Es iſt alfo 


F 
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berwältigung 
folglich if 


Der Ftiction 
der Zangen 
geneigten € 
verftebt fich 
Ebene aus 
megung des 
man ſonach 
geneigten € 
24, fo il | 
= 037159 

Aufgade 2. Es ſou ver grienenscoerncienr Tur eine ore 
hende Bewegung, alſo für dus Reiben der Zapfen an der 
Pfanne befiimmt werden. 

Auflöfung. Ecst man den Druck eined Zapfend ge 
gen die Pfanne im Sujtande des Eleichgewichts = P, und den 
Radius de Zapfens = r, und muß an einen Punkte, deſſen 
Entfernung von ter Are des Zapfens = R if, ein Gewicht 
= F angebracht werden, wenn ein Dreben ded Zapfens er 
folgen fol, fo ijt der ganze Druck, welchen der Zapfen erlei⸗ 
det =P + F, und jür einen Frictionscoefficienten = u ik 
die Groͤße der Friction u(P + F), welche an einem Heck | 
arme = o wirkt, wihrend F an einem Hebelarme = R ans 
gebracht iſt. Das Moment der Friction iſt folglich =u (P+F)r 
und dad von F = FR, und es it daber 

u(P + Fir = FR, 
woraus unmittelbar erhalten wird 
FR 
@E+Fr 


u= 
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HM 3. B. der Drud gegen einen Zapfen = 600 Pfd., der 
Radius deffelben = 3 Zoll, und muß in einer Entfernung von 
ber Are des Zapfend = 20 Zoll ein Uebergewicht von 33 Pfd. 
angebracht werden, wenn Bewegung erfolgen foll, fo wird 
F=3:R=20;,; PrF=60% und r=4 und es 
ft daher 

33.20 _ 150 _ 600 _ 40 

HT Far i 605° 2415 161 
Zei bem Gebrauche diefer Formel wird übrigens vorausgeſetzt, 
daß R und r burch diefelbe Liingeneinheit ausgedruͤckt iſt, und 
daß dad Gewicht F normal gegen den Hebelarn R wirft. 

Zufag. Iſt m bereitd gefunden, fo läßt fih, wenn P, 
R und r gegeben find, auch leicht das zur Erzeugung der 
Bewegung erforderliche Gewicht F' berechnen. Dan erhält 
nämlich unmittelbar aus der obigen Formel 

Fo Pru 
R — ru 
Yufgabe 3. Der Srictiondcoefficient für bie rollende . 
Bewegung foll beflinnmt werden. 

Aufloſung. Dan lege die Walze auf zwei horizontale 
Unterlagen von der Maſſe, über welche diefelbe rollen foll, 
und umfchlinge fie einigemal mit eingm dünnen biegfamen 
Faden, an deſſen beiden Endpunkten man gleiche Gewichte 
anbringt. Wird nun das eine diefer beiden Gewichte hinrei⸗ 
hend vermehrt, fo finkt daffelbe und es erfolgt ein Rollen 
der Walze, indem der Kaden auf der Eeite, wo das Ueberges 
wicht iſt, ſich abwickelt und auf der andern aufgewicelt wird, 
I nun das Gewicht der Walze = W, jeded der beiden glei» 
wen an den beiden Endpunften des Fadens angebrachten Ge: 
michte = Q, und das erforderliche Uebergewicht, damit’ ein 
Rollen der Walze beginne, = F, fo ift der ganze Drud der 
Balze gegen die Unterlage = W + 2Q + F, und baber, 
venn r ber Radius der Walze ifl, nach & 57. No. 7, bet 
Frictiondcoefficient 


= ! circa. 





= rF = — — = wor) 
np” wrıo+rrF (WraG Hr 
somit nun bei denfelben Daffen, wenn der Drud = M und 
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600 _ 108000 _ 


Anmerkung Es if 6. 57 No. 2 die Frietion für das Eintreten 


der Ruhe von der filr das Eintreten der Bewegung unterfchies 
den worden, mas man nicht verwechfeln darf mit der Friction der 
Ruhe und der Frietion der Bewegung, von welcher in $. 57 No. 4 
Die Rede ik. Die legteren beiden find in vielen Faͤllen bedeutend 
serfchieden von einander, und es läßt fich die eine aus der andern 
berechnen, wenn man bie DBerzögerung der Geſchwindigkeit kennt, 
welche ein Körper durch die Srietion erleidet, worüber das nähere 
in der mechaniichen Abtheilung diefes Werkes nritgetheilt werden 
fol. MWebrigens findet man in den Zrietionstabellen den Coeffis 
elent für beide Gattungen unmittelbar angegeben, fo mie Diefels 
ben auch den Linterfchied der Srictionen enthalten, je nachbem eine 
fchlüpftig machende Draterie zur Derminderung der -Srietion ans 
gewendet wird oder nicht. Go findet man z. B. in den Tabellen 
für die fchiebende Bewegung von Kupfer auf Eifen ohne Zwiſchen⸗ 
miaterie, den Srictiongcoefficient der Ruhe = 5 und den der Bes 
wegung = %. Wenn aber die Fläche mit Talg beſchmiert wird, 
fo it der Eoefficient für die Srietion der Ruhe == 4; und für Die 
der Beivegung = 1; ꝛc. 


. 59. 
Vehungen zur Berechnung des Einfluffes der Zrietion. 


Aufgabe 1. Ein Körper, Fig. 94, beffen Gewicht = P if, 


ruhet auf einer. horizontalen Fläche und foll durch eine Kraft=X, 
- welche in der Richtung ax wirft, die, mit bem Horizonte eis 
nen Winkel = ꝙ bildet, bewegt werden; es foll der Werth 
: von X unter der Vorausſetzung beſtimmt werben, baß ber 
Tristionscoefficient = u ifl. 


Aufloͤſung. Zerlegt man bie in der Richtung ax wirs 


lkende Kraft = X in zwei Kräfte in der horizontalen Richtung 
ab und in ber vertifafen ac, fo ift die erfiere = X’== Xcosp 
und die andere = X” = Xsinp. Der Drud bed Körpers 
gegen den Horizont ift=P, und da X“ demfelben gerade ents 
gegenmwirft, fo bleibt ein Drud = P — X”, wodurch eine 
Friction entſieht u (P — X”), bie in ber Richtung ad wi⸗ 
derſteht, und es muß daher ſein 


X = u(P — X 
ober Xcosp = u(P — Xsing) 
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werben, leicht ableiten, unb es koͤnnen ‚bier biefelben Fälle n 
F. 43 unterfchieben werben. 

Zu ſatz 2. Mit Huͤlfe der gefundenen Formel Bann je 
ber 5 Größen V, P, u, a und y beftimmt werben, wenn t 
vier Übrigen gegeben find. Die Reduction ift für alle Faͤ 
einfach, wenn man bie Formel auf eine einfachere Form | 
bringen fucht, was auf folgende Art gefchehen Faun. Es 


cos(y — eo) Eusiny—o)= 5 (cos@ = usine) 
und daher auch, wenn man u = tgp = = feßt, 


singeiny—a) _ P sin sine 

co8(y— a) = — — 7 (cosa = —— 

und daher iſt cos ꝙ cos (y —a) = sinp sin(7 -()= 
5 (cosp cose sin ꝙ sine) 

Bedient man ſich nun bier der oberen Zeichen, "wird di 

V= V die erforderliche Kraft für das Eintreten der To 

fo erhält man i 


pP 
wre N)= cos(p te) 
und wenn man bie untern Zeichen benußt, fo daß V = Ve 


die erforberliche Kraft für das Eintreten der Bewegung ww 
deutet, fo wird ; 


cptry—a)= 5 cos(p — e) 
und ed ift daher ganz allgemein 
p 
cos (p æ a y) cs (pa) 


wodurch unmittelbar y_beftimmt ift, wenn man bie übrige 
Größen kennt, und man erhält hieraus auch unmittelbar ba 
queme Formeln zur Berechnung ded Werthes von V oder I 
Uber auch der Werth von a läßt fich leicht beftimmen, dem 
es iſt 

cos(p ) cosy/ = sin(p=a)siny = u cos(p=a) 


und daher cosy =tg(p a) siny = ® 


wie bereit6 ; 
worben ift. 
Der ne 


ober, weil C 
und ed ift d 


Wird diefer 


und in biefe 
giebt 


Aus biefer ( 
gefuchten W 
um dad Yuı 


wo nun in 
flung der S 

3ufag 
denen Form 

1) & 
ihr Gewicht 
In biefem 9 
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— — 

tgp (+2) -1P-aP “ 1—0 
2. Liegt der Schwerpunkt der ganzen Belaflung = P 
in c, wo ber Werth von c auch leicht in dem Fall gefunden 
wird, wenn bie Belaflung auf 'verfchiebenen Punkten vertheilt 





iſt, unb man febt ca = a und cb=b, fo R- 
| Die Formel wirb alfo 
' Ze rn — 
——— TEE —u 
nämlich es iſt 
=. — (a-tb)u 
tgp bau 


Da nun a+b bie Länge ber ganzen Stange ab ausdruͤckt, 
und alſo conſtant iſt, ſo folgt, wenn man dieſe Laͤnge mit m 
bezeichnet, 
mu 
Ip = m—a(1+u?) 

Der Nenner wirb aljo befto größer, je Heiner der Werth von 
a iſt, und ed wird daher tgp und alfo auch ꝙ Kleiner, wenn 
a einen Heineren Werth erhält. Die Stange ift alfo befto we⸗ 
niger bem Ausgleiten ausgefeht, je näher c bei b liegt. 

Zür a == m, wenn alfo bie ganze Belaftung in b anges 


bracht iſt, wird gg = — 1 und für a= 0 erhält man 


d 
go u.’ 

Unmerlung. Eytelmein bat diefe Aufgabe G. 214 feiner Statik 
gelöfet, doch if bie von demfelben gefundene Formel zuſammenge⸗ 
feßter, und die Auflöfung, weiche derfelbe mit Huͤlfe des Principe 
der virtuellen Geſchwindigkeit giebt, nicht fo einfach als die bier 
mitgetheilte. 

Aufgabe 5. Es fei da’b/, Fig. 97, der Durchfchnitt des 
Zapfen® einer liegenden Welle, an welcher die Kräfte A und 
B normal gegen bie Hebelarme ca = a und cb = b wir⸗ 
ken; es follen bie Bedingungen für dad Gleichgewicht, mit 
Rädficht auf bie Friction des Zapfend gegen die Pfanne, ans 
Begeben werben. 

1. \ 22 


328 


Aufloͤſu 
für alle Faͤlle 
mit allem Zu 
ten Richtung 
und ed werbe 
ein normaler! 


1), aa = un 7 ur. 
Wird nun die Tangente mm‘ des Punktes d geichnitten ven 
der Richtung der Kraft A unter dem Winkel «@', von Bun 
ter dem Winkel #, und von C unter dem Winkel z/, fo mt 
ſteht, weil die Kräfte parallel zu ihren Richtungen als an d 
wirtend gebacht merden Finnen, durch A ein normaler Dud 
in der Richtung dd‘ = Asin«’, und der Drud von An 
der Richtung der Tangente mm‘ ift=Acosa'. Eben fo fir 
die Theilfräfte von B = Bsinf‘ und Bcoss‘, und von ( 
find diejelben Csiny‘ und Ccos;’. Folglich ift, da der ne 
male Drud mit P und der in der Richtung der Tangente mit 
Q bezeichnet worben ift, 
P = Asin« + Bsin # + Csiu;‘ und 
Q = uP = Acosa' + Bcos$ + Ccosy‘. 
Hiernach iſt 
pꝛ = (Asina‘+Bsin® + Csin,“ 
und Q? = wP? = (Acosa’+Bcos@+Ccosf} .| 
wodurch, menn man beide Gleichungen addirt, erhalten wid | 
(+)Pt = A? +2AB (sina‘sin + cosa’ cos) 
+2AC (sin a’ sin)“ + cos«’ cosy‘) + B? 
+2BC (sin # siny‘ + cos?" cos‘) +C* ö 
nämlich es iſt 
A+)PP Aꝰ BCA 2 AB coS(æ -49 4 
2ACcos ( —7)+2BCcos(# —/) 


— — 


Diefe Fo 
zen, daß 
B®+C 
Werth, 

Mittelkro 
M bejeid 


Uebrigeni 
Form ge 


; 


wo für ] 
ben Wer 


2. 
ift alfo t 
gen ben 
csß= 


„le 


eine Zorn 


und diefed giebt für rrsin’g = g* 
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Nach No. 1 aber ift 
po A —bB 
gr 
folglich ift auch, wenn man für P dieſen Werth ſetzt, 
Pr . 
2* — ) —E ZiE AHDI+CN+2ABeon(e) 
+2ACcos(a' — 7) +2BCcos(#— 7) 
die gefuchte Gleichung, in welcher nur noch die Werthe der 
vorkommenden Winkel näher beftimmt werben muͤſſen. Es 
if aber, wenn man die Richtungen Aa, Bb und Cc verläns 
gert, bis fie fich fchneiden, und. (Fig. 97a) den Winkel, unter 
welchem Aa und Bb zufammentreffen, = 5 feßt, den, unter 
welchem A bie Eenkrechte Ce fchneidet, =a, und den, unter 
welchem B von berfelben geichnitten wird, = ß, 

e—a = 8, und daher cos(a’ — P')= cos(#’ — a) cosd 
oder (weil d= a +P); cos(# —a') = cos(a+ ). 
Femer iſt «= —o, alfo cos{e!—y‘) = cos (—a) = cosa 
und #7’ = ß, alfo cos (& — 7) = cosp. 

Setzt man außerdem noch den Frictionscoefficient u = 1gp, 

fo ik 
ir _1 —— sep _ _1 
2 Gy 





uꝰ 

und es wird nun, wenn man dieſe Werthe in der Gteichung 
No. 2 feßt, 

er —bB\_ A2+ B2-+ C3+2ABcos(a-+ A) 

rein 

+2ACcosa+2BCcosß 
die gefuchte Gleichung, aus welcher nun der Werth von A 
durch Reduction, fo wie auch, wenn A gegeben ift, der Werth 
einer jeden andern ber hier vorkommenden Größen ermittelt 
werden Tann. 

Diefe Gleichung Tann man benußen, um bie erforderliche 
Kroft, mit Ruͤckſicht auf die Friction, bei dem Rabe an ber 
Welle und allen davon abhängenden Mafchinen zu berechnen, 
wenn bie Welle eine horizontale Lage hat. Um einige Ans 
wenbungen’ von biefer Gleichung zu machen, follen nun met ⸗ 
rere Zaͤlle näher beſtimmt werben. 

4. Der. Werth der Kraft A wird durch eine quadratiſche 
22* 


wo. 
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B-+C)g?+abB\ 

(R+C)?e'!+2abB (B+C)g’-+a?b?B? „.(B+C)’g’a’—a’b’B’ 

„77 IT 


a 
 B+O’g@a'+g) +2abB (B+C)g 
a* 
oder, weil auch bier a? für a?-+g? gefeßt werben kann, 
2 2 2 
_ ————— - 6, (@+ C)’s’+2abB(B+C) 


and hieraus erhält man endlich 
Am (BHOR'-tabB+eV[(B + C)’a?+2abB(B + C)] 
77777 


3. Einfach wird die Kormel, wenn man das Gewicht 
der Mafchine felbft nicht mit in Rechnung bringt, alfo C=0 
ſetzt; bei diefer Vorausfegung wird die Gleichung aus No. 2, 
B_ 2(Bcos( + rein'gtab B). A Br sing —b’B’ 0 

a’ — r’sin’p a’— r’sin’p 
und ift nun die Richtung von A und von B fenkrecht, alfo 
cos(a +£) = 1, fo wird 
2B (sin’p+ ab), B’(b? — r?sin”y) - 
A’ a’— rsin?p Ar (aꝰ - r’sin?p) 0 
Nämlich es ift, wenn man alle gehörig ordnet, 
(aA—Bb? — rrsin’p(A+B)’ = 0 
und daher aa—bB = rsinp (A-+B) 
a a — Otriup)B 
a—Tsinp 

4. Nimmt man in ber zuleßt gefundenen Formel a=b, 

fo wird 





Am (a-+rsinp)B 


a — r8in ꝙ 


und daher auch A = B(1 + ur) 


—Tsingp 
[ zu _2rsinp . 
| folglich it A—B — * B 
ber Ausdruck für den Unterſchied beider Kräfte, welcher noth⸗ 
wenbig zur Ueberwindung ber Friction erforderlich iſt. Nennt 
man alfo biefen Unterſchied AB = D, fo wirb 
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Sf 
denfelben 
der Frictio 


wer 


Aufg 
fol, Hat ı 
Are derſell 
fol. bie ©: 
Friction a 
wir. 
Aufl 
bie Richten 
fläche des 
Are, fo ift cıe ermere zpeurrap U = Lsiny uno cıe = 
dere C’ = Ccosw. Setzt man nun bie an bem Hebelamn 
a erforberliche Kraft für das Gleichgewicht mit ber durch ( 
entftehenden Friction = A’, und bie zur Uebermältigung der 
Zriction, welche durch C“ entficht, = A“, fo ift, nach Yh 
gabe 6, 
K= Zurt! _ 2urC sinw 
Fa 3a 
Dur C entfteht eine Friction gegen die Eeite ber Paz, 
wie bei einer liegenden Welle, und es ift hier ber Drud= 
A’+C" = A’ +Ccosw, aljo die Friction, wenn ber gib , 
etionecoefficient für diefen Fall = u‘ gefegt wird, = u’ (AN + | 
Ceosw), und dad Moment berjelben, weil der Radius dei 
Zapiend = r angenommen ifi, = a’r(A” + Ccosy). & 
muß daher 1 
aA” = w'r(A/+Ccosy) 
fein; folglich if A" = een 
Nun ift die ganze für dad Gleichgewicht mit ber Friction ” 
forderliche Kraft A = AHA“, folglich iſt auch 
— ZurCsiov , wrCcosw Cesar Pu 
A — * a—-ur =Cr F „en 
und für u = u wird 
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Aus ber | 
und aus ! 


folglich iſt 


einander g 


nämlich es iſt 
(a+ur)X—(s—ur)P = (a+ur)Q 
unb daher ift endlich 
@+m&-Q_p 
D x—ur 
die gefuchte Gleichung. 

Zufag. WIN man die Gleichung für die gemeine Way 
kennen lernen, fo muß, in der Gleichung No.1,n = O u 
x = a gefeßt werben, und es wird daher 

aP = aX+tur(X+P+W) 
alfo (a—ur)P = (atur)X+urW 
und, von beiden Theilen ber Gleichung (a— ur) X abgezogen, 
giebt 
(a— ur) (P—X) = zurX + urW 
und hieraus erhält man 
p_xo k(@X+W) 
a—ur 


das auf der einen eite erforberliche Uebergewicht wegen ber 
Friction. Diefed Uebergewicht ift alfo immer ber ganzen Be 
loftung ber Wage proportionirt, und es wird baffelbe beflo 
Heiner, je größer a ift, je länger alfo die Arme ber Wage find, 
und einen je geringeren Werth r hat. 

Aufgabe 9. Eine Walze, deren Gewicht = P, mb 
von welcher der Radius der Grundfläche =R ifl, wird durch 
eine Kraft X, welche auf die Are m berfelben, Fig. 99, pa 
rallel zur geneigten Ebene ab wirft, mit Rüdficht auf bie 
Friction im Gleichgewicht erhalten; es fol ber Werth von X 
beftimmt werden. 

Aufldfung. Da das ganze Gewicht ber Walze = P 
fein fol, fo ift der normale Druck gegen bie geneigte Ebene 
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es if, wenn der ganze Druck ber Walze gegen den Horhzout 
z=P gefegt wird, die an c parallel zur Grundfläche erforberliche 


Kraft fir en -R, (nach Aufebe 9 Zufag 2) = . Des 
Moment diefes Wieeranbes in Beziehung nf den —8 
iſt alſo ⸗ Rx = up. 


Iſt nun ca == a der Hebelarm, durch welchen dad Rok 
len der Walze bewirkt werben foll, und die Kraft z normal - 
gegen benfelben, fo ann man dieſe Kraft in zwei Cheilkräfte ; 
x“ und 2 zerlegen, von welchen bie eine parallel gegen : 
den Horizont und bie andere normal auf demfelben ift, und 
es wird für Lnca= a 

, zw zcose und z’ = zein« 
Die erftere kann ald an dem Punkten und bie anbere an 2" 
wirtend gebacht werden. Es ift alfo in Beziehung auf m das 
Moment von z/ = (mn) z’ und dad von z” ift = (mz”).ı" 
= (na) 2“. Diefen beiden Momenten zufammen vwiberficht 
bie Friction am horizontalen Boden, deren Moment = uP 
iſt, folglich erhält man die Gleichung 

v (n) · ⁊ (na) · ⁊“ = uP 
ober weil mn = me Pne = R+acosa und na = asina, 


jo ift 
i (R-+acosa) 2’ asinæ · 2” = uP 
nämlich es ift, wenn man für z’ und 2 bie Werthe feßt, 
(R + acosa) -zcose + asina -zsina = uP 
ober Rcosa-z+a (cos?«+ sin?«) z = uP 
alfo (Rcosa-ta)z = uP 
uP 
und hieraus folgt z = Kosaraz 
der Ausdruck für bie erforderliche Kraft zur Ueberwindung ber 
Friction bei m. 
Wegen ber auf ber Walze aufliegenben Laft iſt nun auch 
noch bei p bie Zrietion zu überwinden, zu welcher, wenn bie 
Loft = Q und ber Frictiondcoefficient = u’ ift, bei c eine 


Kraft = 2 erfordert wird; das Moment dieſer Kraft iſt 


6.59. Bon der Friction. 33) 


alfo in Beziehung auf den Pınftp= Rx —* = uQ. 


Iſt nun für dieſes Moment bei a in der Richtung az eine 
Kraft = X erforderlich, fo läßt fich diefe in X’ und X eben 
fo zerlegen, wie z in z’ und 2’ zerlegt worden ift, und man 
erhaͤlt fonach 
X = Xcose und X = Xsin« 
Für den Punkt p ift jet das Moment von X’ == (pn)-X’ 
== (en—cp)-X’ = (acos@e — R)X’, und bad von X ift 
wie bei 2 = (mz’).X” = (na): X” = asina-X”, und 
daher bie Gleichung 
‘ (acos«a—B)X’tasina · X = ulQ 
nämlich es ift 
(a cos æ — R) · Xcos æ + asin« -Xsina = u’/Q 
woraus erhalten wird 


Die ganze zu dem Fortrollen der Walze erforderliche Kraft an 
dem Hebel ca = a iſt Teig Q 
u u 
ri a+Rena  a—Resing 
Hier unterfcheiben ſich P und Q bloß baburch von einander, 
daß Q bloß ben durch die auf der Walze aufliegenbe Laft ers 
zeugten Druck bebeutet, und P ben Druck, welcher durch biefe 
Laft und das Gewicht der Walze zufammengenommen erzeugt 
wird. Gebt man alfo bad Gewicht der Walze = W, fo 
wird P = Q+-W, und es ift Daher auch 
u(Q+W) wQ 
ur Ze arRsnz _ a—Reina 
Zuſatz. Der bier 'gefundene Ausdruck wirb einfacher, 
wenn pe’ m u iſt. Bei diefer Borausfeßung erhält man 


1 1 uW 
Zr.” er ——— 





220 uW 
xtZ= a? — R?sin?« + a+Risine 


felben erforderliche Kraft = X wirke an c in ber zu der ie 
rizontalen pn parallelen Richtung ex, fo entfteht durch P m 
X eine Mittelkraft in ber Richtung cm = V(P?+X°), ml 
für cm = r ift dad Moment der Friction an der Nabe ki 
Rades = urV(P? + X). Wird nun cp = R gefet, ml 
das Gewicht des Rabed = W, fo erleidet p einen Did 
= Q+W, wodurch eine riction = w’(Q-+W) auf de 
horizontalen Fläche erzeugt wird, und es ift dad Moment da 
felben = Ru’ (Q+W). Weil aber die ganze Vervegug 
um p erfolgt und bie Kraft X an c wirkt, fo ift das W 
ment ber Kraft =RX, und hieraus erhält man die Gleich 
RX = Ru (Q+ W)+ urV(PP+-X?) 

woraus nun der Werth von X leicht berechnet werben kam. 

Aufgabe 8. Wie ändert ſich das Nefultat ber vorige 
Aufgabe, bei der Vorausſetzung, daß die Kraft X in fehiet 
Richtung wirkt, und welche Refultate werben erhalten, wen 
das Fuhrwerk auf einer geneigten Ebene fortgefchafft were 
fon? 
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nefferd & bed Seils, und indirect dem Radius ber Rolle pro, 
sortionirt. Wird alfo bei dem Radius der Rolle =R’, dem 
durchmeſſer des Seils = *, und der Spannung deffelben 
= P*, daS erforberliche Ucbergewicht = Z/ gefegt, fo iſt nach 
em fo eben angegebenen Geſetze 


Pa? P/ (8% 
zz „MR, 
P ZR’\ P&® 
unb hiernach if Z = Far 


und es iſt bier For ein durch Verſuche befimmter Coeffi- 
dient, ber geroäßnlich mit k bepechnetmirb. Hiernach iſt ao 
z=k.h.P 


IR der Werth von k gefunden, fo läßt fich zwar mittelft bie; 
fer Jormel In jedem Falle ber Werth von Z berechnen; es mug 
aber der Wert; von R und ber von & durch biefelben Maaße 
andgebräct werben, durch welche R’ und 6“, bei ber Ermittes 
kung von k auögedräct worben find; hieraus geht alfo hers 
vor, daß k einen andern Werth erhält, fobalb R und 5 
durch andere Maaße auögebräct werben. 

Wird der Radius R der Molle durch franzöfifche Zoll, 
und der Durchmeffer 3 bed Seile in franzöfifchen Linien aus- 
geruckt, fo ift als arithmetifches Mittel mehrerer Veifuche 
km zu053 gefunden worden, woraus die Größe des Coefs 
fidenten für jede andere Maaß leicht berechnet werben Fann, 
wenn das Verhältniß deffelben zu dem franzöfifchen bekannt ift, 

Um für diefe Reduction eine allgemeine Formel zu erhal- 
den, nehme man an, es ſel R durch Einheiten ausgedruͤckt, 
* welchen jede ın franzoͤſiſche Zoll haͤlt, und 3 durch Eine 
baten, jede zu n franzöſiſchen Linien, fo iſt der Werth 

von R = mR franz. Zoll, und der 
von d == nd franz. Linien, 


holgich iR altdamı z = kN. P 


nz ————— 


23* 
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wenn man bie Bezeichnung von Aufgabe 2. beibehält, die in 
der Richtung a’B erforderliche Kraft 
r+R+rk% R-+kö? 
= (OR 7, )Q + (ak) A 
und es ift nun X’ die an der Molle B befindliche Laft, welche 
burch eine Kraft X” in der Richtung 2x’ im Gleichgewicht 
erhalten wird, deren Größe burch die Gleichung beſtimmt ift 
„ (ur+R+kö R-+köt 
x" (A A )r+ SRrEp)A 
Hiernach if, wenn man für ) den Werth und zur Ab: 
r+R-+rkö? R+ 
— * = M und —— = N ſetzt, 

X! = MQO+MNA+NA = M?Q-+NA(I+M). 
X“ ift nun bie Laſt an ber dritten Rolle C, und die hier zu 
dem Gleichgewicht erforderliche Kraft X” ift 

xXU = MX” --NA 
alſo, wenn für X“ der Werth gefet wird, 
X. MO +NA(M+M’®)+NA=M’Q +NA(IHM-+M?) 
Eben fo findet man nun ferner 

xt = M'Q-+-NA(I+M-+M’-+M?°) 

xuu = MQ+NAAI+M+M’+H-M’-+M') x. 

Iſt alfo die ganze Anzahl der beweglichen Rollen = n, fo 
wird die an des leßten erforderliche Kraft 
xD = MQO+NA(+M+-M...+M--ı) 

nämlich es ift 

ga = MO-+NA = =) 
and dieſes ift die Laft an ber fefien Rolle X. Die zu diefer 
Baft erforderliche Kraft X in der Richtung x“P wird nach 
Aufgabe 1. —— durch die u 

x (HEN zn 

R-—ur 
wofür man zur Abkuͤrzung feßen kann 


x— —Rc ar N 


Wird nun hier für X der gefundene Werth gefegt, fo er 
halt man _ 


kuͤrzung 
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X= 
Es ift aba 
KM (® 
= 
K__prERtkö® IRAK? (urHB+kör)(OR+KR) 
3 re ge 7", u 


und M—1=—(1-M:) —————— 


_@R-+kö)— (ur-HR-+köty 
en RT +köye 


Hiernach wird K HM) - 


(ur+#R-+kö°) [(2R-+köh— (ur +R-+k3%y] 
(R— ur)? (2R+kör)—1 
und außerbem iſt endlich noch I 
Dieſe Werthe muͤſſen für bie Coefficienten in ber Gl 
hung gefegt werben 
., —1 ur 
X=KM -Q+[KS(H en tr A 
wenn ber Werth von X berechnet werden foll. 
Diefer Ausdruck wird bedeutend einfacher, wenn bad Ge⸗ 
wicht der Rolle außer Acht gelaffen wird; denn ſetzt mon 
A = 0, fo wird 








X= KM.Q 
nämlich es ift alsdann 
X- er HR köYM Q 
— 

Aufgabe 5. Es iſt bei einem Rollenzuge bie Laſt =Q, 
und die erforderliche Kraft X, mit Kuͤckſicht auf Friction und 
die Steifigkeit der Seile gegeben; es foll hieraus die Anzahl 
ber beweglichen Rollen beſtimmt werden. 

Aufldfung. Aus der Gleichung 


X = KMu.Q+KN Wera —— JA 


363 Zoeicer Abſchuitt. 4.62. 


liche Kraft berechnet werden, wenn dabei auf Friction und 
Steifigfeit der Seile NRüädkficht genommen wird. 

Auflöfung. Sind, Fig. 103, a und a’ ein paar Kol 
len, binter welchen’ bie übrigen fich befinden, und man fegt die 
Spannung bed erften Seils ma == 2’, bie bed zweiten a’ : 
oz", des dritten = zus, bes vierten = 2’, und die bei 
nten Seild = 29, fb iR, wenn bie Loft mit Einfluß de 
unteren Flaſche — Q gefeht wird, 


rt +7,02 
wo für eine gerade Zahl = n, das Seil, deſſen Spann 
= 2) iſt, nach oben wirkt, indem unten eine Rolle mehr als 
oben von dem Seile umfchlungen wird. 
Es ift aber mach, Yufgabe 6., für A = 0, 
m -(# +R+ ) 


Ræ ur 
und nach Aufgabe 1, un 
10 a (EFF u 
. ( R-ur ) 


wo in Geben Undbräen der Eoefficient berfelbe ift; man fann 
alfo, wenn biefer Eoefficient mit k bezeichnet wird, 
ZU m kai; 2 mu Kati; zii mn kat . (een 


und es iſt daher auch 
ZU un Katz zn Kia; ZU u Klee 
alfo ze) = kr-Iz/, und daher = = 
Die Gleichung für Q wisd daher, wenn man dieſe Werte 
fest, 
Qerltkrkrk *7 - ) 
Pr ki 









nid RO = 1 (dei 
Pigtih 20 = (Er) Q 


Sol nun bie Kraft X in ber Richtung nach unten wirken, 
fo muß dad Seil noch über die legte Rolle der obern Flaſche 
geführt werben, und- es if Daher nach Yufgabe 1. 

X m kz" 
folglich wird für die gefuchte Kraft X ber Ausbrud erhalten 
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die Coeffi 
nen ift 


. Zar . 
und ba bie Mollen-a mb a’ gleich groß find, fo ik mh 
N X, und ed iſt daher Für Kr Ru k 


Dim rk Krpr = Q 


Wird aber das Sell noch Aber die vierte Rolle A gefchlun 
gen, fo iſt num, weil bie Rollen A nnd u gleich groß find, 
= kr, olfo z= FI 
folglich wird BR wenn man k’ m L feßt, 
Pur] (A+k+kP+kL)=Q 
und daher ift 
Xu kl —_ 
= IFEFRA+L) 
Setzt man nun ben Radius ber Rollen a und a’ = a, und 
den Zapfen berfelben = a, fo wird 


natatks 

Kukfok- —— 
und eben fo wird, wenn von ben größern Rollen A und A’ 
der Radius == b, und ber von den Zapfen — 8 geſetzt wird, 


Ku 4 


Zuſatz. Es wird auch bei biefer Aufgabe vorausgeſetzt, 
daß dad eine Ende bed Seils bei m an ber oberm Rolle ber 
feftiget feiz ed kann daffelbe fich aber auch an der untern Fla⸗ 
ſche befinden, und alddann muß, wenn X in der Richtung 
von oben nach unten wirken foll, in ber obern Flaſche eine 
Rolle mehr ald in der untern fich befinden. 

Aufgabe 9. In dem Zlafchenzuge, Fig. 103, befinden 
fih bei a’ und a mehrere Rollen von gleicher Größe neben 
einander, und eben fo auch bei A und A’; es foll bie zu dem 
Gleichgewicht erforderliche Kraft X berechnet werden. 

Aufldfung. . Bezrichnet man die Spannung der Jaden 
bei den Eleineren und den mit denfelben verbundenen Rollen 





Urt ermitteln: 

DX= %.w ein Minimum fein fol, fo muß, nu 
n+4 ober n—1 flatt m gefeßt wird, in beiden Fällen md 
herausfommen, und ed werden beide nur wenig von da 
möglichft Meinften Werthe von X verfchieden fein. Manlu 
daher ohne merklichen Fehler fegen 








ar _Q_ ge 
te 
Kr 
XR—1 
Wird hier für k der oben gefundene Werth = 1,1596 geld 
fo findet man ebenfalls, daß n = 7 fein muß. 
Zuſatz 2. Setzt man in ber Gleichung “=, hf 
n ben in bem vorigen Zufage gefundenen Werth, fo erhält m 
kurt 
0@ 1,5 
x. nl) 
als den Ausdruck für die moͤglichſt kleinſte Kraft, durch med 


eine gegebene Laft mit Huͤlfe eines Flaſchenzuges gehoben nt 
den kann. 


wotaus erhalten wid n = 


. 63. 
uebungen von der Friction der Seile. 
Es ift bekannt, dag wenn man ein Geil ein ober mh 
m 


Bewegung erforderliche Kraft mit der Zahl der Ummmindungen 
ded Seils um den Cylinder zunimmt, bat man auf verihien 
denen Wegen zu berechnen gefucht, wovon hier das Wefentlichhe 
mitgetheilt zu werden verdient. Alfo ü 

1. An dem einen Ende des Seils, welches um bei 
Theil ax der Rolle, Fig. 104, gewunden ift, befindet fich am 
Raft = Q, und «8 fei bier eine Kraft = X zur Erz 
der Bewegung erforderlich. Setzt man den Winkel acı = 
und ca=R, fo if, wenn ꝙ nicht burdy Grate, fondern 
Teilen von = für den Radius — 1 ausgedruͤckt wird, 
Xänge ded Bogend ax — x —Rg, md fü a =dı 
dx = Rdg. Iſt nun der Normaldrud auf ax = V, 
wird derfelbe auf xx’ = dV; dieſer Drud aber kann als 
Mitteltraft an dem Punkte z angeichen werben, welche 
die Spannungen der Theile zw und zu’ des Seils 
wird, und es ift daher, wenn man die Spannung bei z = 
fegt, weil xz = (rw), und Lader Ixez — 1dg, 

AV = 2Tein!(dg) 
alſo, da sinKdg) = }dg, fo wird 
dV = Tip 





$. 63. Bon den Seilen. 359 


mal um einen Cylinber windet, und an beiden Enben beffels 
ben Kräfte anbringt, die eine derſelben bedeutend größer ald 
bie andere fein muß, wenn fie hinreichend fein foll, dad Gleich: 
gewicht zur Erzeugung der Bemegung herzuftellen, fo daß durch 
jede Vermehrung der Kraft eine wirkliche Bewegung erfolgt, 
und ed wird bie zu dem Gleichgewicht erforderliche Kraft defto 
größer, je mehrmal das Geil um den Eylinder gemunden ift. 
Da nun bier eine Bewegung nicht anders erfolgen kann, als 
in ber Urt, daß das Seil über ben Cylinder hingleitet, und 
alfo die Friction bed Seils gegen den Cylinder überwunden 
wird; ber Drud aber feine Vermehrung dadyrch erhaͤlt, daß 
man das Seil mehrmal um den Cylinder windet, waͤhrend 
hierdurch doch die Friction einen Zuwachs erhaͤlt: ſo ſcheint 
es, daß bei einem Seile die Friction mit der Groͤße der be⸗ 
ruͤhrenden Flaͤche wachſe, und alſo hier eine Ausnahme von 
der Regel flatt finde, daß die Friction, unabhängig von der 
beruͤhrenden Fläche, immer nur dem Drude proportionirt fei. 
Diefe Thatfache ift fo auffallend, daß fie felbft von der Aka⸗ 
bemie der Wiflenfchaften in Parid dem Umonton, gegen das 
von ihm aufgeftellte Gefe der Friction, ald ein ſchwer zu bes 
feitigender Einwand entgegengeftellt wurde, wie aus den Abs 
banbdlungen der Akademie von 1703 fich ergiebt. 

Amonton, ber anfangs diefen Einwand daburch zu bes 
feitigen verfuchte, daß er angab: „indem ein Seil mehrmal um 
einen Cylinder gemunden wird, bringt man eine und biefelbe 
Gewalt eben fo viel mal bei demfelben an, und es waͤchſt fo» 
mit der Drud, der alfo auch eine größere Kraft erfordert — 
fand bald felbft, daß dieſe Erklärung unzulänglich fei, und 
fuchte nun die Erfcheinung auf folgende Art zu erklären: 

Dan fchneide einen Cylinder nach feiner Are in zwei 
gleiche Haͤlften. Die eine hänge man auf, daß fie unbe: 
weglich fei, unb die andere etwas tiefer aufgehängte fei 
beroeglich und mit einem Gewichte belaftet. Um beide 
Haͤlften fchlinge man ein Seil fo oft man will, und hänge 
an das eine Ende deffelben eine Kraft, melche den unte 
sen mit Gewichten belafteten Halbeylinder in bie Höhe zu 
bringen verfucht; fo ift bier die Kraft in denfelben Umftänden, 
als wenn fie die Luft vermittelt mehrerer Rollen zum Stei⸗ 

II. 24 





= G .) Q dem in No. 1 vorzuziehen. 
1m 


3. In dem Ausdrude X = G a”. Qi 
tio, und es Ändert fich der Werth von diefem Coefficie 
wenn man nicht gerade eine halbe Ummindung bes Gyli 
als Norm annimmt. Nimmt man ftatt beffen nur ! vor 
Umfange des Cylinderd, und fest nun den Frictiondeoeff 
ten = w, fo wird ber allgemeine Ausdruck für n Un 
dungen 





X= “ 
w, 


und daher, wenn m = 5 gefegt wird, 
Keen 
nach No. 1. Es ift alfo jetzt En = 2,85 
und daher er = V2,85 = 1,683 


folglich ift der relative Werth von u‘ für eine Viertel 
dung des Cylinders 
1 0,688 _ 43 
2,655 ” I68 
und bie allgemeine Formel wird 
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| X = 1,688 0. 
ungekehrt kann man auch aus einem bekannten relativen 
Werth von u den abfoluten, wie er in ber Formel No. 1 ges 
braucht wird, leicht berechnen. Seßt man nämlich zur Un, 
terfcheidung den relativen Werth = u’ und den abfoluten 
== u, und bezieht fich u’ auf eine Kalbe Umwindung, fo wird 


und daher iſt 
1+u. 


eun == — 





alſo bei dem Gebrauch der gemeinen Logarithmen 
unloge = log} +) 


u⸗ 
u’ 
folglich if u = log( =E) :srloge. 


4. Auch auf folgende Art läßt fich die Friction eines 
um einen Cylinder gefchlungenen Seil berechnen: Sind zx 
und zx‘, Fig. 104, zmei Seiten eincd regelmäßigen Polygong, 
und follen zwei an den Endpunkten eined Seile, das über 
biefe Seiten geht, ſich befindende Kräfte im Gleichgewicht fein, 
fo mäffen diefelben, ohne Ruͤckſicht auf die Friction, gleiche 
Größe haben. Seht man alfo jede derfelben=Q, und Lxcx‘ 
= au, fo iſt denfelben eine Deittelfraft in der Richtung zc, 
deren Größe 20 sinzgy fein muß, dquipollent, und dieſer 
Ausdruck giebt die»Öröße ded Druded. Die hieraus entſte⸗ 
bende Zrietion iſt Mo =2uQsinz , und ed muß daher 

X 0Q0+2uQsiniy 
oder X = Q(1 + 2usiniw) fein. 
Rommt nun noch eine dritte Seite bed Polygons x’v dazu, 
und foll eine Kraft X’ in ber Richtung x’v mit Q im Gleich: 
gewicht fich befinden, fo muß werden \ 
X = X (1 +2usinlv) 
alfo X’ = Qi + 2usiniy)? 
Shen fo wird, wenn eine vierte Eeite hinzulommt, die in ber 
Richtung berfelben erforderliche Kraft | 
XU = Q (1 -F2usinzy)’ 
IR alfo die Anzahl aller Seiten, über welche das Seil geht, 
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= n, fo wird der Werth ber in Der Richtung ber letten Ci 
erforderlichen Kraft 
° X Q(i+2usiniy)i. 

Es fei mın m Die Anzahl aller Geiten bed Wieleits, fo wir 
y- Kt, und es ift alddann j 


i= —XR +2nein 1ER 
Nimmt man nun n= 360, wird alfo angenommen, daß cin 
360 Eck in den Kreid gezeichnet ift, fo weicht die Form nick 
mehr bedeutend von dem Kreife ab, und man erhält alfo fir, 
den Fall, daß bad Geil einmal um ben ganzen Cylinder ge| 


ſchlungen iſt, 
X = Q(l+2usindoym 
Da nun sin30‘ = 0,0087265, fo wird, wenn man a =1 


. annimmt, 


2usin30’ = 0,0058176 
und baher X = Q-1,0058176°% 
welches. X = 8,024 X Q giebt, 
was nur wenig von dem in No. 1 erhaltenen Refultate abs 
weicht. 

Will mean nun bie erforderliche Kraft für ben Fall be 
rechnen, wenn bad Seil 2mal um den Cylinder geht, fo Tanz 
für y der Werth = 30° beibehalten werden, man muß aber 
alsdann in bem Erponenten n = 2x 360 annehmen, und 
es wird daher alsdann die Kraft 

X = Q(l-+2usin some 
Segt man alfo 1+24sin30’ = k, fo wird 
x = QK-0-ı 
und wenn dad Seil wmal um den Cylinder geht, fo wird 
X = Qkm--ı 
wofür man ohne Fehler fegen fann X = Q: kn-3® 
nämlich ed it X = Q (k’%)n 
woraus alfo hervorgeht, daß auch hier der Werth von X gan 
nach demfelben Verhältniffe waͤchſt, wie bei den fruͤher ange 
gebenen Formeln, und man erhält hier ganz biefelben Reſul⸗ 
tate, wenn k’° = 8,12 angenommen wird. 


ein Zerkniden. 

8. Rei dem Zerreißen ſowohl ald bei dem Zerbrf 
eines Körperd muß dad Gericht bed abgeriffenen oder di 
brochenen Stuͤckes deffelben mit in Rechnung gebracht u 
den, wodurch bie in No. A und 5 angegebenen Formea 
mas abgeändert werben. 

9. Ein an einer horizontalen Fläche befefligter, ſenlu 
herunter hängender Körper wird burch angehängte Gen 
wenn er eine priömatifche Form hat, an ber höchften Et 
alfo da, two er aus der horizontalen Fläche herauskommt, 
riffen, weil bier das abgeriffene Städ am meiften vom 
wird. Coll ein Körper daher mit Rüdficht auf fein Ges 
an allen Stellen eine gleiche Zeftigkeit haben, fo muß aı 
von der prismatifchen abweichende Form haben, und man 
durch die Analyfis die hierbei erforderliche Geftalt des Kr 
beftimmt. Alle Körper, welche eine folche Geftalt hal 
nennt man Körper von gleichem Widerftande. Bm 
zu werden verdient hierbei, bag man dieſe Form Häufig in 
‚Natur vorfindet, und daß biefen Körpern bie Eigenſchaft 
kommt, das möglichft kleinſte Volumen zu haben; es wird ı 
durch diefelben, wie Galilei bereitd gezeigt hat, der Zi 
mit der größtmöglichften Erſparniß der Mittel erreicht. 


recht herabhängt, von ber Stelle an gerechnet, wo er bei 
ift, = 1, ber Querfchnitt = F, und das eigenthuͤmlich 
wicht = S, fo ift, wenn 1 und F durch preuß. Fuß | 


= p, fo wird in ber allgemeinen Formel 
he jp und F= }pg 
u spkapg _ p’ek 
alfo X = 7-57 
Bei gleicher Grundlinie, Länge und Höhe verhält ſich al 
relative Feſtigkeit eined breifeitigen Prisma zu der eines 
feitigen, deffen Querſchnitt ein Rechteck ift, wie j:} = 
während ihre Maſſen fich verhalten wie 1:2. 

Zuſatz 2. it ein breifeitiged Prisma fo eingem 
daß die Grundlinie oben und die Spitze des Dreiecs 
liegt, fo wird h= }p, alfo bie relative Feſtigkeit 

xu= iet ip — Pek 
2 


und es ift num bie relative Feftigfeit zweier breifeitigen 
wen mit gleichen Dimenjtonen, wenn von dem einen die E 
Uinie unten und von dem andern oben Legt, 
ugpyu 0 Pick, p’rk _ p’rk 
Meta 
wie bei dem vierfeitigen Prisma, beiten Querſchnitt ein 
R, und wit welchem beide zufammer gleiche Maiie ba 
Aufgabe 5 Ex fell nie relatroe Fertigkeit cine? 
watikien Kemer) mie Nifche auf des Gewähr de 
augrgeben werden. 


fi 
_ NH?G (a+2b) 
- 
alfo für atb = L mird 
_ NWG@L-2) _ 2L—a 





Saum -NIPG 
Pe ad N 
Zuſatz. Seßt man hier a = IL, fo wird 
6NH’G 
P=-I 


es iſt dieſes aber nicht die kleinſte Kaft, welche der bei 
gemauerte und bei b frei auflicgende Balken tragen 
Diefe kleinſte Laft lernt man kennen, wenn der Wer 
a= x gefucht wird, für welche X= 225 = er 
ein Minimum wird. Es ijt aber 
X dx — x?) (— dı) — (21— x) (ldx — 2xdı) 
(ix — x)? 
Setzt man nun dX = 0, fo wird 
-(k-2) (AN) (I 2x) = 0 
und daher ?— lx = 21? — 51x + 2x? 
folglich iſt ? — 41x 4 (212 = 21 
und daher 21—x = 1172 
alſo wird x= I(2—V2) = 0,556-1= a 
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ft ber ga für x = zL, mie aus Euklid, Buch 2. Sag 5. 
ich ergiebt, folglich ift 
| _ NEH’GL _ 4NH?G 
4L% LT” 
ein Minimum. Der Ballen trägt alfo am wenigften, wenn 
er in feiner Mitte belaftet wird, und es ift alsdann die Laft 
Amal fo groß, ald durch welche er bricht, wenn er nur in b 
befeftige ift und an dem andern Endpunkt a belaſtet wird. 


Aufgabe 8. Ein Balken iſt in horizontaler Rage bei 
a und b, Sig. 106, feft eingemauert, fo dag die Wände nicht 
hachgeben; es foll die bei c anzubringende Laſt — P beſtimmt 
werden, durch welche berfelbe bricht. 


Aufldfung Da bie Wände nicht nachgeben, fo muß 
ver Ballen an ben brei Stellen bei a, b unb c zu gleicher 
zeit brechen. Segt man nun ca=aundchb=b, fo iſt 
yei c eine Kaft erforderlich 


pP! m N, wenn ber Balken bei a brechen foll, 
ne G 


pr en. ⸗ ⸗ s b ⸗ 
un 


Damit der Balken alfo an ben brei Stellen zu gleicher Zeit 
breche, ift eine Laſt erforderlich 
P on P/+P + Pi = NG (2 + +) 


b b 
„ 2NH’G (a-+b) 
ab 

und es if, frarb= (ab) = L, 
a(L—.a) 
Ein bei a und b feft eingemauerter Balken trägt alfo bie dop⸗ 
pelte Laft im Verhältniß zu einem Balken, ber bei a und b 
blos frei aufliegt. 

Zufaß. uch bier wirb P ein Minimum, wenn a(L—a) 
den größten Werth erhält, wenn alfo a = zL ift, und es iſt 

26* 
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daher P= die kleinſte Laſt, bei welcher ber Balken 


bricht. 

Aufgabe 9. Der Ballen ab, Fig. 106, liegt bei b frei 
auf, ift aber bei a feft eingemauert; es fol bie bei © erforder 
liche Laſt = P, durch welche er bricht, angegeben werben. 

Aufldfung. Da ber Balken bei b frei aufliegt, fo bricht , 
er bloß bei a und c, und für ca= aund cb=bifkic 
eine Kraft erforberlich & 

Pr „Es, wenn er bei a brechen foll, 


u vire gzth 


und P/ ⸗ 
folglich if P = P/+ Pi“ = NW'G (& + 7) 





_ NH’G (a+2b) 
ab 
alfo für a 4 b =L wird 
NB’GOL-—a) _ 2L-a on 
PS any NG 
Zufag. Seht man hier a —IL, fo wird 
6NH’G 
L . 
es ift dieſes aber nicht bie Eleinfte Kaft, welche ber bei a din 
gemauerte und bei b frei aufliegende Balken tragen Eann. 
Diefe Heinfte Laſt lernt man kennen, wenn ber Werth fir Ä 
a = x gefuht wird, für melde X= 2a = an 
ein Minimum wird. Es iſt aber f 
_ Ik x) (di) — (21-2) (Idx— 2xdı) 
(ix —x?)? 
Setzt man nun dX = 0, fo wirb 
- k-M)- (1-2) (l- 2) = 0 
und daher ? — lx = 2? — 5Ix +22? 
folglich it 2? — Alx+ (21? = 2 
und daher 21—x = IV2 
alfo wird x= 1(2—V2) = 0,586-1= a 





P= 





382 
3u 
Grundli 
Heine 9 
a: 
pers iſt 
a der € 
fem 88 
ſtigkeit 
aı 
als bie 
adel 


und es 
Grunblinie = 2y = 3/7 Es kommt alfo barauf 
ben Werth von x zu finden, für welchen das Probuft 
G-2%.28V 7 ein Marimum wird. Es iſt aber 
alm 2.22 £]= 2% and PR 
[1-9 22V = (h?x? — 2hr? +5) 
2 une tlanirnhe 
-n& x -3hxꝰ 4 3x) dx 
und ſetzt man dieſen Ausdruck = C, fo wird 
IN BEE Bar BE) 


daher auh MW —6hı +5? = 0 
es iſt alfo xꝰ — ihr + (Ch? = ; 


und (x—jb? = 








25 
alſo x— = hund ihrih 
woraus x = h und x = }h erhalten wird. 

Der fette Werth giebt ein Maximum, und es ift daher 
Hoͤhe des Balkens = b—x = ih. 

Aufgabe 15. Aus einem Cylinderabſchnitte, de 
Grundflache ein Kreisabſchnitt iſt, foll ein Balken von gr 
moͤglichſtet Feſtigkeit herausgehauen werden. 


382. 
Bufal 
Grundlinie 
Heine Axe 
Aufg 
pers iſt ein 
a der Sche 
ſem Körper 
ſtigkeit herc 
Aufli 
als die G 
deht 


re nn: 
und es ift bier die Höhe bed Balkens = h— x, mb dk 
Grunbfinie = 2y = »V7- Es kommt alfo baranf an, 
den Werth von x zu finden, für welchen das Produkt 
@-2°:23V 4 ein Maximum wird. Es iſt aber. 
ı ” s 
a [® 0 2732] - Ei dd?! — Ahr? +) 
aux BENZINER 
und fegt man biefen Ausdruck = 0, fo wirb 
Wien 
daher auch h? — 6hx-+ 51? = 0 
es iſt alfo  — hr + (gb)? = zb? — Ihr 
„ 
und (x— 5b? = 5 
alſo she chmr-hhrih 
woraus x= hund x = jh erhalten wird. . 
Der lebte Werth giebt ein Marimum, und es if daher dir 
Höhe des Balkens = h—x = ih. 
Aufgabe 15. Aus einem Gplinderabfehnitte, beflen 
Grundflache ein Kreisabſchnitt ift, fol ein Walken von größe 
möglichfter Feſtigkeit herausgehauen werden, 
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. Anfldöfung. Setzt man ben Radius bed Kreifed = R, 
den Winkel bed = acd = c, Zfcd = Lacd = g, nimmt 
aß = 25 ald Grundlinie und eg=z als Höhe bed Balkens 
an, und feßt ce = y, fo iſt 

(ef) = x = Rsing, (ce) = y = Rcosp 
und cg:gf = 1:tgc 
ao y—z:x = 1:tgc 
biernach iſt y—z = xcolc 
alfo z= y—xcotc = Rcosp — Rsin pcotc 
folglich 2x2? = 2Rsinp-R? (cosp — sinpcotc)? 
Um nun ben Werth von p zu erhalten, für welchen 2x2? ein 
Marimum wird, muß man d(2xz?) = 0 feßen, alfo auch 
| 2R?d [einp (cosp — sing cotc)?] = O 
und baber | 
0=(cosp— sing cotc)’deinp+2sinp(cosp — singcotc) 
x d(cosp —- ain ꝙ cot c) 
Dieſes giebt 
(cos ꝙ - sin ꝙ cot e) [(cosp — sinpcotc) cosp + 2singp 
x (— sin ꝙ —- cospcotc)]dy = 0 
Set man nun ben erften Factor = 0, alfo 
cos ꝙ — sinpceotc = 0 
fo wird cotp = cotc, alopg = c 
was ein Minimum giebt. Wird aber der andere Factor —0 
gefeßt, fo erhält man 
cos’p — sin ꝙ cos ꝙ cot e - 2sin?p —28inycosgycolc = 0 
naͤmlich es iſt 
1 — 3sin’p— 3 Sin ꝙ cos cote = 0 
und sin’p sin ꝙ cos ꝙ cole = } 


| _ iu? 
und weil sin’g = u und sinpcosp = t 
ſo it ET etc =} 


und daher — cos 20 + sin2ypcotc = 5 — 1 


alfo auch c082p — sin2p « — ==; 





woraus folgt sin(c— 29) = m 


und hierdurch ift der Winkel ꝙ beflimmt, wovon die Werthe 
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von eA=2z=2Rsinp und eg=z=R(cosy—singpcoke) 
= Ane=g 2 abhängen. 

Dieſes führt zu der einfachen Conftruction: Man nehme, 
Fig. 111a, die Sehne bm = }ab, halbire den Bogen bm in 
h und bd in 4, fo ift, wenn nun de==dß genommen wir, 
«3 die Grundlinie bed Balkens = 2x, und man erhält die 
Höhe, wenn durch « und A Parallelen mit de gezogen werden, 
bis fie die Radien ca und cb ſchneiden. 

Zufaß. Will man den Balken aus dem Pridma fo 
heraugfchneiden, dag «ß bie Höhe und A die Grundfinie ek 
felben wird, fo muß, weil aß = 2x und eg = z, ber Aus. 
drud Ax?z ein Marimum werden. Da nun x = Reinp 
und z =R (cosp— sinpcotc), fo wird i 

d(4x’z) = AR°d [sin?p (cosp—sinpcote)] = 0 

alfo auch d[sin?pcosp — sin*pcotc] = 0 
und daher 
sin?pdcosp+ 2sinpcosp dsinp—3sin’pcotedsinp=! 
naͤmlich ed wird 

— siuꝰꝙ +2sinpcos’p — Isin?pcosgpcote = 0 
und baher auch 

— (1 c08?p) + 260sꝰꝙ — 3sinpcospcote = 0 

oder 3cos’p — Isingcospcotce =1 
und fonach ift auch 


4+cos2p sin? 
F-- Zt ote=} 
Es iſt alfo sin(c— 2p) = — En 


‚und baher endlich sin(2p—c) = = 

Aufgabe 18. Soll aus einem Cylinderaugfchnitte, von 
welchem ach, ig. 111, die Grundfläche ift, ber möglchfi 
feftefte Balken herausgefchnitten werden, fo kann man bie 
Grundfläche «fh deffelben entweder fo conftruiren, daß «F 
oder AR die Orunblinie wird. Fir den erften Fall iſt die For 
mel in der vorigen Aufgabe, und für ben zweiten in dem Zu⸗ 
ſatze zu derfelben abgeleitet. Welcher von beiden Balken hat 
die größere Zefligkeit? 
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Aufgabe 19. Aus einem Gplinberausfchnitte, deſſen 
Brundfläche ein Kreisausfchnitt ift, kann ein Balken auch fo 
beraudgehauen werben, daß egfd, Fig. .112, die Grundfläche 
beffelben bildet. Wie muß die Grundfläche confggirt werben, 
wenn ber Balken die möglichft größte Feſtigkeit NMben foll? 

Auflöfung. Setzt man die Höhe des Balkens de=x, 
bie Grundlinie eg = y, eg = 2, Lacb=c und Ldee=y, 
ſo iſt fuͤr cd — R 
d=z=Rsinp, ce=ztry=Rcospundcg:gf=1:tge 

alfo z:x = 1:tgc, folglich z = * = xcotc 
Es iſt alfo y= Recosp—z = Rcosp—xcotc=Rcosp 
—Rsingcotc. 

Soll nun der Balfen, von welchem degf bie Grund: 
fläche ift, die möglichft größte Feftigfeit haben, fo muß x?y. 
ein Marimum werben, ed muß alfo d(x?y) = 0 fein, und 
weil 


ſo muß 

Red [sin’pcosp — sin’pcotc] = 0 fein, 
und daher auch 
sin "pdeosp + 2sinpcospdsinp — 3sin ?pcotcdsinp= 0 

alfo — sin?p + 2sinycos’p— Ssin’gcosgcote = 0 

hiernach iſt auch 

— sinꝰ +2cos’p - dsinpcospcotc = 0 

und Jcos’p—Ssinpcospcotc = 1 
alfo ———— cote 


129 = R’sin’p IRcosꝙ; - Rsinꝙ cot c] 


— 1 

u 3 
50 

und c082p - sin 2p— — —; . 


Daher wird, wie in dem Zufaß ber vorigen Aufgabe, 
sin (ep) : = „ne 
und folglich sin 29-0) = ee 
Diefe Kormel führt zu der einfachen Sonftruetion: Man ziehe 
von a die Normale au auf ch, trage 3 diefer Linie von a bis. 


mals Sehne ein, halbire ben Bogen am in n und nb in d, 


= cyaa. Da nun cyaa = 2X Acya, fo folgt, 
Körper, wenn a ein Punkt der Drehungdare ift, ı 
che das Zerbrechen erfolgt, nur mit der Hälfte fein 
Iuten Seftigkeit dem Serbrechen widerſteht, und di 
ment dieſes Widerſtandes wird erhalten, wenn man bi 
mit dem Abftande des Schwerpunkte des Dreiecks 
a multiplicirt. Dieſer Abſtand aber iſt = =" 
alfo die abfolute Feftigkeit eines fchmalen Etreifs ! 
chungsflaͤche = fk gefetst, fo ift da8 Moment des X 
des ‚deffelben = 3p x fk = !pfk. Iſt nun zu der 
en dieſes Streifs an einem Hebelarme = 1 eine Kr 
erforderlich, fo muß 








IX’ = Ipfk fein 

Am einfachfien wird die hieraus fich ergebende Formel 
Fall, wenn die Brechungsebene ein Rechteck iſt; den 
dieſes Rechteck aus n Erreifen=f, fo haben diefe ſ 
eine gleiche relative Feſtigkeit, und es it alddann, ı 
ganze zu dem Serbrechen erforterliche Kraft = N gifi 
IN = !pnfk 
Da nun Bier ul = F= gp it, ſo wird die relatie 
Reit eines Balkens nach dir Hypotheſe 
Gleichung beſtimmt 
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bie fpannı 

audgebehn 

Faſer bur 

wir. Sf 

chungsebe 

ſticitaͤt, b 

Faſer cy die größte Ausdehnung, und es verhalten fi de 
fpannenden Kräfte für die Fafern'cy und dö, wie bie Länge 
diefer Kinien. Die Summe ber Kräfte, welche die fämmti 
chen in bem Raume cay befindlichen Fafern fpannen, ift de 
her dem Dreieck cay proportionirt. Soll der Körper durch 
eine Kraft, welche parallel mit der Richtung feiner Fafern wirft, 
zerriffen werben, fo erhalten alle Faſern eine gleiche Spannung, 
und es ift baher bie Epannung einer jeden Faſer = ey. 
Die Summe der fpannenden Kräfte ift alfo in biefem Zale 
= cyaa. Da nun cyaa= 2x Acya, fo folgt, daß ber 
Körper, wenn a ein Punkt der Drehungsare iſt, um ned 
che das Zerbrechen erfolgt, nur mit der Hälfte feiner abfe 
Iuten Feſtigkeit dem Serbrechen wiberfteht, und bad Mo 
ment dieſes Widerſtandes wird erhalten, wenn man biefe Kraft 
mit: bem Abftande des Schwerpunftes des Dreiecks cay tm 


a mulfipliciet. Diefer Abftand aber ift =} (= Bin 


alfo die abfolute Zeftigkeit eines fihmalen Etreifd ber Bee 
hungäfläche = fk gefetst, fo ift dad Moment des Widerftan 
bes ‚beffelben = 3p x $fk = Ipfk. Iſt num zu dem Zerbre 
chen biefed Streifd an einem Hebelarme = 1 eine Kraft =Y 
erforberlich, fo muß 

IX’ = Ipfk fein 


Am einfachflen wirb die hieraus fic) ergebende Formel in bem 
Tall, wenn bie Brechungsebene ein Rechteck iſt; denn beficht 
dieſes Nechte aus n Streifen =f, fo haben diefe ſaͤmmtlich 
eine gleiche relative Feſtigkeit, und es ift aldbann; wenn die 
ganze zu bem 8erbꝛechen erforderliche Kraft = X geſetzt wird, 
IX = Ipnfk 

Da nun hier nt = F= gp ift, fo wird die relative Fefig: 
keit eines Balkens nach der Leibnitzſchen Hypotheſe durch bit 
Gleichung beſtimmt 

Kx= 
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Setzt m 
bp=} 
z=0 


Da nun 
unb ed 


unb weil, für x = 0, au) IX = 0 wird, fo iſt C' = 
Io X= — 
alſo 
Setzt man nun x = (ab) = g, ſo erhält man 
a 22 
x xp! und x = KP&! 


121 
für die relative Feſtigkeit des Körpers. 
Zufaß. Iſt der Körper abfolut hart, fo wird die 
tive Feſtigkeit ausgedräct durch bie Gleichung 
IX = Mey? +O)de+ Cl’ 
und es ift hier ebenfalld C’ = 0, und ud C= 0, 


= Kprac— k air 
und daher IX 35 dx SE dx 
kp x _ kpix 
Es iſt ale X = a ZT og 
und hieraus erhält man, für x = 8, 
x in" 
2a 


bie relative Feſtigkeit des harten Körpers iſt alfo in d 
Falle zweimal fo groß ald die eines claflifchen. 
Aufgabe 2. Das Dreied ape, Fig. 116, ift die 
chungsebene eines elaftifchen Koͤrpers, und am die Drchu 
axe; es foll die relative Fertigkeit beftimmt werden. 
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©egt ma 
fo wird 


wo= 
Zuſ⸗ 
five Feſti 


und dies auſammengenommen giebt 
x— — 3c+b) = "(AH 20). 


Aufgabe 3. Die Brechungsebene eines elaftifchen 4 
pers ijt cin Paralleltrapez pbdq, ig. 116, von meldem 
Eeitenlinien pb und dq normal ruf der Drehungsare bd ji 
es foll die relative Feſtigkeit deffelben gefunden werden. 

Aufldfung. Zurax=ı,ıy=y,ad=a, db= 
alfo ab = a+b, bp = p und dq=q if, wenn der bi 
Punkt der Brechungefläche in p liegt, nach Aufgabe 1., tie 
lative Feſtigkeit des Körpers, von welchem axy die Bredur 
ebene if, 
kpꝰx 


— 
Setzt man nun x = (ad) = a, jo wird dieſelbe für bie 
Aungechene adq 





308 


Setzt man 
ſo wird 


wo e ⸗ 
Bufa 
tive Feſtigl 


und dies z 


x Wars ar) 


Aufgabe 4. Die Brechungsebene eines elaflifchen Ad 
pers iſt ein Paralleltrapez pbdq, ig. 116, von welchem bie 
Eeitenlinien pb und dq normal auf der Drehungsaxe ba find; 
es foll die velative Fefligkeit beffelben gefunden werden. 

Auflöfung.. Fuͤt ax — x, ıy=y,ad=a, db=b, 
alſo ab = a-rb, bp = p und dq==q iſt, wenn ber hoͤchke 
Punkt der Brechungäfläche in p liegt, nach Uufgabe 1., die ne 
lative Feſtigkeit des Körpers, von welchem axy bie Brechungte 
ebene iſt, 

pi‘ 
1la+br 
Sest man nun = (ad):= a, fo wird diefelbe für bie Bro 
chungsebene adq 


kptat _ _ kp’a 

N ar () 

und weil a+b:a = piq, fo ift euer 
alſo wird x — kPa s „kr 


a pe Tl 
Die velatie Gefigeit 24 für BI Bcheabp U nd geh 
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zu kath 


121 
olglich ift die gefuchte. relative Feſtigkeit X pir bie Brechungs⸗ 
bene pbdq 


Kuxı_ „ka+b) 2 kage 
. 121 12pi 
Da nım 


a:b= qzp—- q und atb:b = p:p—q 
fit a I und.at m gl 
es ift alfo auch, wenn man dieſe Werthe fett, 
en 
Pp-4 








⁊ 


Bu va Stu a ud I SE 
2 
und endlich X = m. PH)E+g 


P 
Zuſatz. Iſt der abn nicht elaftifch, fo findet man 
die Feſtigkeit 


j 3 
für die Brechungsebene abp, = a) 
und ⸗ * adq, = kat 


folglich ift bei dieſer Borausfegung 
er Ko (a h) - q’a) 
oder, wenn fuͤr a * P ab a bie obigen Werte geſetzt werben, 


k bp 
x- (92. IL_ a,bg_ 
(? 4, Ber 


_ 1 /(p—q an 
36 1) np +pgtg?. 





Aufgabe 5. Die Brechungsdebene eines elaflifchen Koͤr⸗ 
pers iſt ein Dreiec® pbq, Fig. 116, deffen eine Seite pb nor 
8 auf ber Drehungsaxe ab ſteht, und ed liegt q ber Dres 
hungsaxre näher ala pz es foll die relative Feſtigkeit des Koͤr⸗ 
pers beſtimmt werden. 

Aufloͤſung. Verlaͤngert man pq, bis dieſe ine bie 

ze in a trifft, zieht qgd normal auf ab, und ſetzt 


402 
und für b 


und durch 
Formel er 
nun zwar 
halten we 
" ber Brechı 
Acht gelaſſ 
der hoͤchſti 
dem beſon 
Drehungs 
mel erleid⸗ 
Dreiecks, 
hoͤchſte Pi 
dem ergiel 
Fig. 118, 
breche b f 
= a, die 


und für di 
iſt diefelbe 

x= 

„h (rt) _ u ex + ph+l, 

Sufas 2. Iſt die Brechungs fiäe ein Dreied abp, 
Big. 116, und man figt ab = & bp = p, fo wird die jur 
ſtigkeit durch Die Formel N = I ausgedrücdt. Eben ſo 
iſt dieſelbe für das Dreieck adq für fich genommen, wenn mn 
SE, ; in je ferm aberadg 
cinen Theil von abp bildet, erhält man für X einen andern Barth 





ad=aundg=git, x· = 
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Xoxy_xu_xun 
k k(a+b) 


kapꝰ kbg° 
— PrDEr- er —T2pl 
k(a+b) 





al Prgyh' +9 ; ap’ + bg?) 
m be gtpa tg) +bp +pgtpg?)] 


= In 2 Ka+b)pg(p+Q)+ag"+bp‘] 
Sieht man aber durch a bie Linien a@ parallel zupb und qe, 
und fegt ax = h, fo ift 
atb:a= —— und atb:b=p—-qg:h—g 
und es ift daher, wenn atrb == g gefeßt wird, 


P-9 
Merben biefe Werthe in dem —* Ausdrucke ſubſtituirt, fo 
erhält man 


x— Me [mo+rn+ Led iz ar (hg) 
— Aleace — ———— u 


— "kb —8 
naͤmlich es iſt X Tapl (= zur: 
und daher endlich. X = u nP'tpate)) 
Bufaß 1. Eytelmein giebt in feinem Handbuche ber 
Statik fefter Körper, Band 2. ©. 311., ganz allgemein für die 
relative Feſtigkeit eines elaftifchen Körpers, deſſen Brechungs⸗ 
‘ebene ein Dreieck ift, das mit einer Spige die Drehungsare 
berührt, Die Formel 


= 8 pe +pgtq‘) 
und ed fehlt fonach der oben noch vorfommende Factor 2 


was jedenfalls unrichtig ifl. Diefes fehlerhafte Reſultat wird 
bon demſelben dadurch erhalten, daß er folgert: Für die Bres - 
chungsebene baa, Fig. 118, ift, mit Beibehaltung der obigen 
"odanung, bie Feſtigkeit = | 
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md es iſt hier y ⸗ 19y ⸗R fir jeben Werth von x, folg: 
lich wird 


IX Em _ar mv )—3R (R’— 23) + 


RIVER] de = EIT-IR HERE + 
. (GR? 2)V(R? — 12)] dx 
Hiernach ift 
1. EHRE + SAR’—x2)dx V(R? 22) 
Es ift aber JAR?dxV(R’— x”) = AR’/dıV (R?’— x?) 
prev Kay 
unb baber 
KAR’— de VA?) = un Y 41ER ar 2) 


2 2 
- 2* — FF; R’ Arcsin 4 


folglich if, wenn man biefen Werth (est, 
IX = las 3R’%x+Rr’)+ 
+1 15R’xVV Ro xVV 41 * 
3p ser 

















Arcsin r| = 


&[- — 15R?) x + Sn Arc sin H 


unb weil V = R?— ?, ſo wird 
2 _23 
Km * [- —ED a) ZRE 
D 4 
+ = Arcsin 41 
Für den Quabranten age erhält man hieraus die relative Fe⸗ 
fligfeit, wenn x = R gefeßt wird. Diefelbe ift alfo durch die 
Sleichung beftimmt 
k 5R* 
Ko 3 (IR HR i ir) | 
und weil Bier p = R toirh, fo ift | 
k 15R°® kR? (157 — 32) 
(lan) tagen 
nn. 27 
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Da nun hier p = ge = 2R, fo wird, wenn menx=R 
fegt, für die Brechungöfläche gae erhalten 
* a s, 
ix SER rind, ER 2, EERe 
Denfelben Ausdruck erhält man auch für bie Flaͤche geb, ub 
es iſt daher, wenn bie.ganze Kreisfläche gacb bie Brecpungs 
ebene und bie Tangente. bie Drehungsare bildet, N 





und baher bie relative Feftigkeit 
X= 5kR’r 
8" 

Zuſatz. Die relative Feſtigkeit folcher elaftifchen Als 
per, deren Brechungsebene ganze, halbe oder Wiertelötrcit 
find, verhalten fich alfo zu einander, bei gleicher Lage ihrer 
Drehungsaren, wie die dritten Potenzen ihrer Rabien. 

Aufgabe 12. Die Brechungdebene eines elaftifchen Kdı- 
pers iſt ein Kreißring, fo daß die denſelben begrenzenden bes 
den Kreiölinien gacb und g’afe’b‘, Fig. 125, einen gemein 
ſchaftlichen Mittelpunkt haben; es foll die zelative Feſtigkeit 
des Körpers angegeben werben. ! 

Auflöfung. Es fei die Tangente aß des Punkted g : 
die Drehungsare, und der Durchmeffer ab parallel mit berfel 
ben. Manfe=m,zez,y=yubm=ny | 
=v,feneeg=Run eg = r, fo ift 

z=R-vy=Rtvmv=-V(en-—r). 

Um nun bie relative Zefligfeit = X’ für bie Brechungdebene 
g’a’e'b‘ zu erhalten, muß man in bem Ausdrucke 


IXt = Ellis +Cli+c 


für y= z anhalten 1y* +C= 0. Es ift alfo 
cC=-y=-jR-v 
und baher, weil C’ = O0 wird, 


IX = NR dr 
ode, bay=R+v, 





Zufa 
ben beiben 
ben ift, ot 
gabe Fark. .......... 
haltene Ausdruck ift ganz allgemein 
1xv k@R'+ Hrn 


pP 
Wird num diefe Fläche für fich betrachtet, fo iſt e/ ber hoͤchſt 
Punkt über &ß, und daher p = (ge) = R+r, fobald man 
bie Fläche aber ald einen Theil von agbe anfteht, wird e der 
böchfte Punkt, und alfo p = (ge) = 2R. 

Aufgabe 13. Die Brechungsebene ift ein Kreis gaeb, 
Big. 124; ed foll angegeben werden, wie ſich die dem beiden 
Halbkreiſen agb und. aeb entfprechenden Widerftände zu ein 
ander verhalten, in fo fern beide zu berfelben Brechungseben 
gehören. 

Aufgabe 14. Die relative Feſtigkeit des Körpers foll 
beftimmt werden, von welchem die Brechungsebene aus einm 
Rechte? mit einem über demfelben befindlichen Halbkreiſe be: 
fieht, wo diefe Fläche alfo wAbea, Fig. 124, ift. 
Aufgabe 15. Wie groß ift die relative Feſtigkeit eine 
halben Kreiringes, wenn der Durchmeffer ab, Fig. 125, die 
Drehungsare ift, und alfo die Brechungsfläche aebb’e’a‘, und 
wie groß ift diefelbe, wen die Tangente aß die Drehungsar 
bildet, und aljo agbA'g’a’ die Brechungsebene ift? 

Aufgabe 16. Ein Theil einer Brechungsebene ift ein 
Dreied dee, Fig. 120, deffen Größe und Lage dadurch ber 
ſtimmt ift, dag für die Drehungsaxe ald Abfeiffenlinie bie Lage 
ber drei Spitzen beffelben durch Coorbinaten gegeben ift; es 


44 
lichen Kraͤf 
ungen 


u 
Iſt nun V 


werden, un 
x“ in ber 
ganz allgeı 


bie zu ber 
foll hieraut 
tommt ed __. —— 


für welchen Y ein Minimum wird, und biefer Werth, fol 
v 


es einen folchen giebt, muß fich, wie aus der Analyſis befannt, 
aus der "Gleichung finden laffen 


a 0) =0 
Man muß baher, um biefen Werth Fennen zu lernen, V ald 
eine Function von v ausdruͤcken, mo hier bie veraͤnderliche 
Größe v flatt I in der Formel $. 67. fleht. Die Zormd 
war dort 


K- a+c «+0 


und es wird baher hier 
kNP+Od+C 
X=-.I Ze 
sp v 
und bie Brechungäftelle wird gefunden aus ber Gleichung 
[ro n+c] -0 
v 


Da num die Abhängigkeit der veränderlichen Größen x und y 
von einander ohnehin als bekannt vorausgefegt wird, fo kommt 
es nur noch darauf an, auch die von v und y oder von v 
und x zu kennen, um mit Hülfe diefer Gleichung den Werth 


p78 


und es ift fonach 
kg a 
X (A) 5 +2l(A-2)+”) 
Der Werth von X ift alfo bloß durch den Ausdruck (A-: 
. ap 
+ = veränderlich, und er wird ein Minimum, wenn t 


Ausdruck den Bleinften Werth erhält, alfo für den Werth 
v, welcher fich aus der Gleichung ergiebt 


202 
ala- aj'v +2] =o 
wenn für diefen Werth von v nicht X ein Marimum wird. : 
Gleichung giebt 
a2l? 
A-atdr dv =0 





a? al 
2m ——— ic = 
und daher v' az aljo v Aa 


und ed wird, wie leicht zu erkennen if, ber Ausdruck für 

fen Werth von v allerdings ein Minimum. Hierdurch ift 

die Lage der Brechungschene beflimmt, und man cı 

I dieſer Werth fuͤr v geſetzt wird, als Minimum 
taft 


aber vt 
genfcha 
per in 

U 
nie alle 
hoͤrige 
des, m 
und da 
derlichen 


Gehoͤrt 
=Y,!| 


Soll nı 
fand le 


ed muß 
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felzich it x = SR, (Arte 





und man lernt ben Werth von v kennen, burch welchen X 


ein Darimum ober Minimum ift, burch die Gleichung 
v 


hieraus erhaͤlt man 
v. 3(4 - a)v -al)ꝰ (A—a)dvr—((A—a)v+alj’dv=0 
und es iſt daher auch | 
((A-a)v-+al)?-[3(A—a)v—((A— a)vtal)] = 0 
ober ((A—a)vtal)? (2(A—a)v—al) = 0 
Seßt man bier den erften Factor = 0, ao 
(A—-a)v+tal?’=-0,fpwidv=- - 





negativ, weil A>a if, und es führt dieſes alfo zu feinem | 


brauchbaren Werthe von v. Wird aber: der zweite Factor 
= 0 gefeßt, fo erhält man 
2(A-a)v—al=0. 

al 
2(A-a) 
für welchen Werth X ein Minimum wird. 

Soll aber die Brechungsebene zwifchen c und g liegen, 
fo mug v<l werben, ed muß alfo 

a<2(A=a), alſo Ja<2A und a<5A 

ober, was baffelbe ift, ed muß A>3a fein. Gebt man mın 


woraus erhalten wird v= 


z. B. A= 2a, fo wird v = 31, und es liegt aldbann bie 


Brechungsebene in ber Mitte ber abgeftumpften Pyramide. 
Zufaß. Die erforderliche Kraft für v= 


_ ykp’(A—a)a? 
u 16A?] 
2 
Fot A = 2a iſt biefelbe alfo X = VER 
Aufgabe 5. Die Gleichung für die Curve foll angege 
ben werden, welche die Eigenfchaft hat, daß der durch fie ers 
zeugte Körper in allen Punkten gleichen Widerfand lciftet. 
Auflöfung. Iſt agca die Fläche, durch melche ein Koͤr⸗ 
per von gleichem Widerſtande erzeugt wird, alfo «ua bie Curve, 


für 


— vwvird 
2(A-—a) 





erftere ift der Fall, wenn der entfprechende Werth von im 

gativ, und das leßtere, wenn er pofitiv ift. Nach ber obigm 

Aufgabe iſt 5. B. \ 
4V _ ER-S? (OR—Ar) _ OR- x) R-%) 
& War? — TyaRı—) 

und hieraus erhält man 
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(E -(m+9))Vent) 


wa 0 


woraus folgt & =m+tx un x = 2m 
Ob diefed zu einem Minimum oder Maximum führt, U 
ſich nun auf folgende Art erfennen: 
v _2 P 
>. - (x my, ſo iſt auch 
dv 


=” (7 — 2mx?) V(m-+x) 





im—ı' x— 2m 
-( x tr 


2(äm—x)(m+x)+x(x— 2m) 
22° V(m+x) \ 
was für x = 2m einen pofitiven Werth giebt, und man en i 


hält daher für X ein Minimum, wenn x = 2m gefegt wird. 
Da übrigens | 


go de, (a+n3 
— Smym x 
fo wird die Heinfte Kraft 
x — Ska’n  ImY3m _ Shan 
8mYm 2m 16m 
la? J 
Perl fo wird 
15ka (aꝰ - aha vug 
x 

Aufgabe 8. Es ſoll bie Rage der Brechungsebene eb 
ned Paraboloid angegeben werben, wenn bad Gewicht des 
Körpers mit berädtfichtiget wirb. 

Aufldfung. Fuͤr ax — x und ıy = y iſt ber Muß . 
inhalt des burch axy erzeugten parabolifchen Kegeld Pe ' 
Ixy’r, und der Abftand des Schwerpunkts von a if =. |: 
Sol alfo x ein Punkt der Brechungsebene fein, fo muß Dr 
Gleichung flattfinden " 


«3V3 








und weilm = 
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an welcher die zum Zerteißen erforderliche Kraft = Q angebracht 
ift, va eine Durchfchnittälinie der Fläche X des Körpers in ber 
Entfernung cv = x von F, und dad Gewicht des Körpers, 
von welchem acva ein Durchfchnitt iſt, ſei = V; fo muj, 
wenn ber Körper an ber Stelle v reißen foll, die Fläche X 
einen Widerftand =Q + V leiſten, und foll hier die Feſtigkeit 
diefelbe fein wie bei der unterften Stelle F, fo muß, weil die 
abfolute Feſtigkeit der Brechungsebene proportionirt ift, de | 
Proportion ftattfinden 
. F:X = Q:Q+V 
Qx 
woraus folgt V = u 


und es iſt daher dV = Q.ax 


Es iſt aber auch AV = Kar, alfo Kl = Dax, und de 
y- ° «dx 


forgtich wird / * - 5: +C 


alfo logX = Gere 
und weil, firx=0,X=F fein muß, fo it C = logF, j 
und fonach 

logX = Ex+logF 


und endlich logr = 5 
Die Flächen möffen alfo in der Art zunehmen, daß fie de 
natuͤrlichen Logarithmen der Abfeiffen find. Nimmt man nun 
an, daß ber Körper durchgehends eine gleiche Breite = g he \ 
be, und wird die Länge der Fläche F = h und bie von X 
=y gefegt, fo ift 

F=ghund X=gy 

alfo wird alsdann logt = 5 


und baher, wenn e bie Grunbzahl der natürlichen Logan | 
men fein fol, 





c, ſt mof de Bheihung harınder. 





b= (m 
a Pr 
Fu FT (mt 
en: cr mi 2, S 













anne Sieden Miderfiont leiten, 0 
= 1 im mag. ir muß. mom 
Q werden, md ũm & 
und p tie Timenfionen tet Duerichnirt: in der Dun 
&brpere, fo muß 
2Czp! 
1309 = Cap, ap Q = 7 T fin. 

Seht man biefen Werth in ber obigen Gleichung für ! 
wird diefelbe 





und hleraus erhält man 


her ald an feinem einen Ende in einer vertifaln Wu 
befeftigt gedacht wird, daß er eine horizontale Lage bat, 
fein eigenes Gewicht brechen, und man nimmt die Kuk 
heit des Rörperd zugleich als Gewichtseinheit an, jo 
X = GHL, und weil der Schwerpunkt eincd Prisma i 
Mitte deffelben liegt, fo ift das Moment des Gewid, 





sHL, und man erhält daher 


12GH 


= CG6H®, alſo L? = 2C.H 





Auf gleiche Weiſe erhält man für einen andern Körper, 
her mit dem erfien von homogener Maffe if, P = 
und es iſt daher 
P:L?=b:H 
Sollen alfo zwei Körper von homogener Maffe folche 2 
baben, daß fie durch ihr eignes Gewicht brechen, fon 
ibre Hoͤhen wie die Quadrate der Lingen fich verhalten, 
es iſt Dabei die Breite derſelben G und g, melche zugki 
Drebungsaren bilten, ganz gleichgültig. Aus der Prop 
L:?=H:h 
aber gebt hervor, daß zwei Priemen von homogener I 
die beide durch ihr Gewicht brechen follen, nie ähnlich ſei 
nen, und dieſes führt zu Dem beteits von Galilei bewi 


wird 
Xu kgph 
62 


fo iſt auch, wenn man für k den obigen Werth ſetzt, 


Werden nun die in y und c auf yc normalen ey und at 
längert, bis fie fich in r fchneiden, fo ft ;zr =cer=: 
Kruͤmmungshalbmeſſer für den Heinen Theil cy ber elaſt 
Linie, und weil 
1y:ye = za:rac 
fo it auch o:v = hie, aljo 


und es ift daher 


En 
ni 


F 


— h h? 
‚= Er gph = Sr 
Hiernach wird, wenn man dad Moment xX der Kraft! 
M bezeichnet, 


em = ae 


3. Es iſt num für eine befiimmte Gattung von& 
ra = h ein beſtinmter Teil von ver Hoͤhe da = p 


43 


Es wird alfo, wenn man biefen — ſetzt, 
cot’p— cot’m = E X m -7)) 
oder auch 
’ 2(f) = X(W-y)+E’cot’m 
nämlich es ift 
Er. nr = xE4 Ercot'm- x. 
wofuͤt man ſetzen kann 
. _ 03 
B- a a- 
ober, weil X = Q ein beſtimmtes —5 ſein ſoll, 
m. _ C-or 


(dn* 2 ? 
Hieraus folgt nun a = (dx)? 


Edy 
F vezan 
=Efl- I = 
und daher x EiVE-n5” vo Arc sin” 


wo Feine Gonftante hinzufommt, weil für x = 0 au — 
wird. Es iſt alſo 
El 














al dx = 
u 
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‚ Een in brei Punkten unterftägt wird, bie Vertheilung bed Diuk 
tes fich nicht angeben läßt, weil die Aufgabe unbeſtimmt ift- 
Diefed gilt jedoch nur für volllommen unelaftifche Körper. 
Sobald der Körper aber biegfam angenommen wird, ift ed als 
lerdings möglich, mit Huͤlfe der Gleichung für die elaftifche fir 
nie, bie hier ald nur wenig gekruͤmmt angenommen werben 
ann, richtige Formeln für ben Drud zu erhalten, welchen 
jeber der unterſtuͤtzten Punkte zu erleiden hat. 

12. Aus der In No, 4. gefundenen Gleichung für bie 

- wenig gefrämmte claſiſche Linie 


y- 5 GPx—x°) 


iaſſen ſich Formeln ableiten: 

1) für die Fläche ABga, Fig. 128, und für bie Lage be 
Schwerpunktes berfelben. 

2) für den Inhalt des durch ABge erzeugten Konoib und 
für die Rage des Schwerpunkts diefed Körpers ıc. 


Anmerkung. Das vollfändigfte Werk, welches wir über die Fekig⸗ 
keit der Körper haben, it das von Girard, Trait& analytigue de 
la resistance des Solides, et des Solides d’egale resistance. 9 
ris 1798. Eine 1803 von Krönfe beforgte deutfche Ausgabe dir 
ſes Werkes unter dem Zitel: „analytifche Abhandlung von dem Wi 
derſtande feſter Körper” Gieffen bei Müller, und wovon gegenwat⸗ 
tig Lesle in Darmfabt den Verlag bat, ik mur dadurch mangelhaft, 
dag ſich ziemlich viele Druckfehler eingefchlichen haben, und es 
Find Anfänger befonders darauf aufmerkſam zu machen, daß in dem 
erften Abſchuitte als Integrakgeichen gebraucht iR. 








\ 
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“ Punkt bed ı 
ſche Epicy 


zugsweiſe, n 
Tommenfte ( 


auf 

Aufge 
von welchen 
an bem Un 
eine Kraft : 

Zähnen ver 

zweiten Welle eingreifen, und biefer dadurch eine Bewegung 
um ihre Axe mittheilen. Eben fo greifen die Zähne des Hris 
nern Rades der zweiten Welle in die bed größern ber brit 
ten 2c., und an bem Umfange bes kleinern Rades der nten 
Welle ift eine Laſt = Q angebracht: ed follen die Bedinguns 
gen für dad Gleichgewicht angegeben werden. 

Aufldfung. Bezeichnet man bie Räder ber erſten Welle 
mit A, und a,; die Radien berfelben mit R, und r,; die Räder 
der zweiten Welle mit A, und a,; ihre Radien mit R, und ra; 
die Räder der dritten Melle mit A, und a, und ihre Radien 
mit Rasrz 2c. Ferner die Kraft, welche an dem Umfange 
von a, bie Umdrehung von Ay erzeugt, = Pı; die Kraft, 
durch welche an dem Umfange von a, bie Umdrehung von 
A, erzeugt wird, = P, u. ſ. w., fo if, wenn die (dmmtlis 
chen Kräfte ald tangential wirkend angenommen werden, 

P:Pı=n:R,; alfo P, = AP 
Pı:P, = n:R,; alfo P, = BP, 
a 
P,:P, = r:R;; alſo P, = Ke.p, 
* 
2, und es iſt endlich 
p 


n-ı 


Pn-ı:Pa = ratBo; alfo Pa = Ei. 
Werben alfo hier nach und nach die gefundenen Werthe ſub⸗ 
fitwirt, fo erhält man 


bie Zahl der Zähne dieſes Rades = N, die Theilung aa 
und der dazu gehörige Gentriminfel= Co; ferner der Radiı 
ded Rades a = r, die Zahl der Zähne = n, und der zı 
Theilung am = t gehörige Centriwinkel = e°, fo ift 
4)R:r=N:n,olfon= = 
Berner ift der Umfang von A = 2Ra, und daher 
2Rz 
2)t= — 
Da aber 
2aRr:t = 360°:C° 
oder, wenn für t der Werth gefegt wird 


2Rr:-—— = 560°: C°, fo ift 
9 0 (RK) 
. 3 
und eben fo ift auh c = (@y, oder weiln = u ! 
o 

W)c= CR) = a Ro 
und durch biefe 4 Ausdruͤcke iſt vollfommen beftimmt, 
groß n. t, C und c werden müffe, wenn R, r und N 


geben find, 
N,oytr 
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ein Beruͤhrungspunkt ber Zähne, fo muß ber Kräms 
‚mungshalbmeffer diefes Punktes ber Eurven durch 
den Punkt a gehen, in welchem beide Räder ſich be 
rühren. 

Zufag. Diefe wichtige Eigenfchaft ber Krkımmungaan 
ven der Zähne läßt ſich auf folgende Art beweifen: Es fü 
cn = z, und die an ım normal gegen-cm in ber Richtung : 
mz mwirfende Kraft =Z, fo ift dad Moment derfelben=z-Z. i 
Soll nun dieſes Moment conftant fein, und fegt man bie ent 
‚fprechende, an bem Endpunkte des Radius r wirkende Kroft 
= P, fo muß bie Gleichung z-Z = r-P flattfinden, und 
muß daher = 8 fein. Iſt no die Tangente des Punk 
tes m, und xma bie dazu gehörige Normale, fo kann Z di | 
aus den beiden Theilkräften X und V beftchend amgefehen 
werden, von welchen die eine X in der Richtung mx, und die 


andere V in ber Richtung des Radius mc wirkt, und ed if, 
wenn Lame = Lomz = g° gefegt wirb, 


—— 


Zz R 
x mp alfo Z = Xsingt 


Da nun uh = = fein muß, fo wird , 


Xsinp' = 2 und daher Xzsing’ = rP 


nämlich es ift X (cm) sing‘ = rP. I 
Da nun der durch dad Rad C an dem Punkte mı geleifte 
Widerſtand ebenfalld eine Theilfraft =X in der Richtung ma 
geben muß, fo wird auf gleiche Weiſe erhalten & 
X (Co) sing“ = RP 


und es ift daher 

X (em)sinp‘ _ X (Cm) sinp“ * 

P= r TR : 
folglich ift (cm) Rsinp‘ = (C)rsing” 

Nun ift cm:ca=siny:sing‘, alfo (cm) sinp’=(ca)siay T 
und Cm: Ca= siny :singp“, alfo (Cm)sinp‘ = (Ca)siny 
alfo iR auch, wenn man dieſe Werthe fegt, 

R (ca) siny = r (Ca) siny 

und daher R:r = Ca:ca 
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folglich ach R+r:ir = Catca:ca 
Dann Rtr=Catca= Ce, fo ift auch r = ca. 
woraus ebenfalld folgt, daß bie Richtung der Normale des 
Berührungspunftes ım zweier Zähne durch den Punkt a gehen 
muß, in welchem beide Räber fich berühren. 


§. 75. 
Aufgaben von den Cykloiden. 


Aufgabe 1. Die Grundeigenfchaften ber gemeinen Cy⸗ 
Moibde follen angegeben werben. 

Aufldöfung. 1. Die gemeine Cykloide wirb von einem 
beflimmten Punkte bed Umfangs eined Kreiſes befchrieben, 
wenn berfelbe über eine grade Kinie Hinmegrollt. Iſt alfo a, 
Zig. 1323, der die Curve befchreibende Punkt, adb der erzeus 
gende Kreis, und ift berfelbe bis in die Lage &A fortgerolit, 
fo if, für am = oa, der Punkt m ein Punkt der Cykloide, 
und ed iſt nun, wenn man durch m bie Linie ex parallel mit 
aa zieht, welche die normalen Durchmeffer ab und «9 in x 
ab e fchneibet, 

ac = ıe= om = al. 
2 Fuͤr ax — x und sm= y ift nun 
y= xe—em = Arc(ad)—em 
Mird aber der Radius bed erzeugenden Kreiſes = r gefeßt, 


fo if = == sin vers Arc (ad) für den Ginustotus == 1, und 
es ift daher 
ad= r Arcsin vers = 
Kerner if em = Vx(2r—x), folglich ift 
y=rArcsin vers -VCrx - 2?) 
wand biefes iſt Die Gleichung für die gemeine Cykloide. 
3. Da nun ganz allgemein ift 


FE dz- 
dArcsin versz = Ver) 


Po iſt auch 


452 


dAı 
und es ift 
dy® 
Da nun bie Formel für die Subtangente einer jeden Curve f 
Sst= ydx j 
dy 


ſo iſt hir = 7 


unb es findet daher bie Proportion ſtatt 
x: VCrx - 2?) = y:St 
und weil x: V(2rx— 1?) = (ae) : (em) = (em):(ef) 
fo ift auch (em) : (ef) = y:St = (mx): St 

es liegt daher ber Endpunkt der Subtangente mit m und 
ß in graber Linie. Folglich ift die Sehne Am die Tangente 
des Punkte m, und da ber Winkel Ana, ald ein Winkel im | 
Halbkreiſe, = 90° ift, fo folgt, daß die Normale dei i 
Punktes m, und alfo auch der Krüämmungshalbmeh 
fer deffelben durch den Beruͤhrungs punkt « geht. 

4. Da, wenn die Länge bed Bogend am der Curve *ð 
gefegt wird, dS = V((dx)* +(dy)?) fein muß, fo ift 


(45? = (di)? + (Ve — 5) 


(de)? _ 2rx (dx)? 


= (tr 2ıı—ı? 2rx—x? 


und es iſt Daher S = Kay (2) - ee 





hiernach ft S == -4V( 1- 3) + Const 


und weil für x= 0 auch S = 0 werden muß, fo iſt Con 
= Ar, und ed wird daher i 


s=- Ar-ArV (1 _ =) = 4r— WV2r(2r—s) 
= 2[2r— V2r (2r—)] 
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Da nun V2r (2r—x) = (Am), fo iſt 
S$ = 2(cß — Pin) 
der Bogen am ift alfo zweimal fo groß, ald die Differenz des 
Durchmeffer «9 und der Sehne Pin. 
5. Auch die Formel für den Kruͤmmungshalbmeſſer eis 
ned jeden Punktes der Cykloide läßt fich leicht ableiten. Denn 


es ift 
_ _ (as 
0 —dx- d’y 
xdx 
VGC2rx —- x) . 
 _,n _ ædx· dx 
re (dx)? V(2rx — x?) — — . 
2rı—x? 
. r— x?) (de)’—x(r—x) (ds)? _ __rx (dx)? 
V(2rx— ” | var — x.)° 


md da ds = dı) („ )/ (0 wird 


ba nın dy = 





2rx — 
(dx)? V(2rx)® 
= V(ärs—ı?)® _ V(@rz)* 
77 7, zu IX 
' Vers — x?) 
und ed ift daher o = 2VArx 
da nun ae:am = am:aß 
alſo x:am = am:?2r 
[o ift (am)? == 2rx, und es iſt baher enblich 
— 2(cm) 
Der Kruͤmmungshalbmeſſer ift alfo zweimal fo groß, ala bie 
Sehne am des bereitö abgerollten Bogens. 

Aufgabe 2. Die Orundeigenfchaften ber Epicykloide fols 
en angegeben werben. 

Auflöfung. 1. Die Epicykloide wirb burch einen bes 
Ummten Punkt des Umfanges eined Kreiſes befchrieben, wenn 
Berfelbe über den Umfang eined andern Kreifed hinweggerollt 
wird; wenn alfo a, Fig. 133, ber Anfangspunft der Curve 
ft, und m irgend. ein Punkt derfelben, der, indem der Erzeus 
Bungöfteiß ben Grundkreis in a berührt, beflimmt wird, fo 
muß ber Bogen «a dem Bogen am gleich fein, ed muͤſſen 
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nämlich beide gleiche Länge haben; wirb daher ber Winkel 
aCe = p und acm = y gefegt, fo müffen dieſe zw einans 
ber fich verhalten umgekehrt wie bie Radien ber Kreife; für 
Ca=R und car muß alfo fein 

g:y=r:R 


es it daber y = Rp und p * =, 


wofuͤr man fegen fan y= np und p+y = mp, und d 
find nun n und m befannte Coefficienten. | 


- 2. Es fei Ca bie Abfeiffenlinie, Cx = x und ım=y, ' 
fo laͤßt ſich bie Gleichung für die Curve auf folgende Urt abe 
keiten: Es if, wenn man bie Normale cb auf Ca, und md 
auf cb fällt, 
Lmed = v= 9—-(90— 9) = g+y- 0 =mp—I' 
und daher 
cd=rcosv =rcos(mp — 90°) =rcos(90’— mp) =rsinmp 
und md=rsinv =rsin(mp—90°) = —rsin(90°—ımg) 
= — rcosmg. 

Zerner ift Cb = (R-tr)cosg und cb = (R+r)sinp 
Danın x = (Cr) = Chb+md und y = (sm) = cb-cd 

fo it x = (R+r)cosp—rcosmp 

und y= (R+r)siog—rsinmp ! 
Wollte man aus diefen Werten von x und y eine bireck 
Gleichung zrifchen x und y ableiten, fo müßte p eliminiert ; 
werben, was jedenfalld zu einem zufammengefegten Ausdnade | | 
führen würde; es ift daher zweckmaͤßiger, die Coorbinaten 
x und y ald von ꝙ abhängige veränderliche Größen anzufe | | 
ben, wobei nur nicht unbeachtet bleiben darf, daß Gem 
auch dx veränderlich wird. 


3. Aus ben gefundenen Werthen von x und y end 

man 

dx = — (R+ r)dpsinp +mrdpsinmp 

dy = (R+ r)dpcosp — mrdpcosmp 
und weil mr = R+r, fo iſt f 
dx = (R-+ r)dp [sinmp— sing] 

und dy = (R+r)dp [cosg — cosmp]. 

Nun ift bekanntlich ganz allgemein 


— —2 





2 
% 
a 
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jr nd bi | _ Ydy 
die Subtangente St dy und bie Subnormale Sn * 


folglich iſt fuͤr die Epicykloide 
8t 85 (mus — sin ?) 
cos ꝙ - cos mꝙ 
und Sn = y (Prem?) 
SININP — BIN ꝙ 
4. Iſt xn die Subnormale, fo findet man bie Släche Z 
bed Rechtedd, von welchem ng und xm bie Seiten find, burch 
ben Ausdruck 
Z = (ng) (xm) = (Sn+(xg))y = (Sntı— (Ce))y 
* = y(Sn+ x—Rcosp) 


z—Roosy - 
= ySn ( * — fr) 
and weil s—Rcosy = r(cosp — cos mꝙ) fo ift 
Bi r (co8p — cosmmp) 
Z == ySn (1 + ) 


und. weil Sn = (erZemg), fo wird 


sin mꝙ — SING 
Z = y5n (1 + FR, (sinm = sin 2) 


= Sn(y+r(sinmg—sinp)) 
Es iſt aber y — (A+r)sing—rsin mp 
und daher y+r(sinmp— sing) = Rsinꝙ 
folglich iſt Z = Sn-Rsiny 
ınb ba Rsinp «= (ag), fo ift 
Z = (nx) (ag). 
Hiernach iſt alſo 
(ng) (sm) = (nx) (ag) 
und daher nr: xm = ng:ga 
folglich liegen, die Punkten, m und a in graber Linie, und ba 
xn die Subnormale des Punfted m ift, fo muß nm die Nors 
male beffelben fein. Die gefundene Proportion führt alfo zu 
dem Refultat, daß die Normale des Punktes m durch 
den Berührungspunft a beider Kreife geht. 
"5. Die Formel für die Länge eined Bogens ber Epis 
cytloide laͤßt fich leicht auf folgende Art ableiten: Da 
ı 0 


\ 


“> dy-d’s—de-d’y 
Da nun d’x = (R+r) [mcosmp — cosg] (dp) 
und d’y = (R+r) [msinmp—sinp] (dy)* 
fo erhält man nach gehöriger Reduction 


dy-dx-de-Py=—2(R+n)% rn in") (dt 








2 
(EEE) any (av) 
— 2264 +2r) 


sin ?yy (dyp)* 
Sr (R+n)?, 
—a— 





da ferner (dS) = sin’iy (dy)* 
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x= (R—n)cosp+rcosmp 
und y= (R— r)sinp +rsinmp 
Diefe Gleichungen find von den für bie Epicykloide nur bes 
durch verſchleden, daß hier überall r das. entgegengefegte Zei⸗ 
chen hat, und ed hätten biefelben daher unmittelbar aus jenen 
abgeleitet werben Finnen, wenn man bort — r ftatt r ge 
fegt Hätte. 

3. Da die Gleichungen für die Hypocykloide von den 
für die Epicykloide nicht verfchieben find, fo foist, daß auch 
beiden Curven diefelben Eigenfchaften zukomnien muͤſſen, und 
es läßt ſich daher hier eben fo wie in No. 3. und A. der vor 
rigen Aufgabe beweifen, daß, wenn an m eine Normale der 
Curve gezogen wird, in deren Richtung natürlich der Krüms 
mungẽhalbmeſſer des Punktes m liegt, biefe Normale durch 
den Berährungspunft a beider Kreife gehen muß. 

4. Auch die Formeln für die Länge eines Bogens der 
Hypocykloide und für den Krämmungshalbmeffer derfelben laſ⸗ 
fen fich ganz auf dieſelbe Weife wie bei ber Epicykloide abs 
leiten. 

5. Setzt man in ben Gleichungen 

x = (R—r)cosp+rcosmg 
und y= (R—-r)sinp+rsinng 


r=1R, om = RZ! 





= —1, fo wird 


x = rcosp+rcos(—g) = 2rcosp = Rcosp 
und y = rsinp+rsin(—g) = rsing — rsinp = 0 
es find alp in diefem Falle die Ordinaten aller Punkte ber 
Eurve = OÖ, und biefe ift daher eine gerade Linie, fie fält - 
nämlich nit den Durchmeffer des Grundkreiſes zufammen. 

Aufgabe 4. Die Grundeigenfchaften der ſphaͤriſchen 
EyEloide follen angegeben werden. 

Auflöfung. 1. Wenn ein Kreis auf dem Umfange er 
ned andern hinwegrollt, ohne daß beide in berfelben Ebene 
liegen, beren Ebenen jedoch unter einem unveränderlichen Win 
tel gegen einander geneigt find, fo befchreibt ein Punkt bed 
rollenden Kreiſes die Curve, welche eine fphärifche Cykloide ge 
nannt "wird. Errichtet man in dem Diittelpunfte des Grand» : 
kreiſes eine Normale auf der Ebene beffelben, nimmt irgend 


u 

dr 

fo 

gen des Grundkreiſes, « der Anfangspunkt der Curve, und da 
Erzeugungskreis bis a fortgerollt, foift, für am = ac, mi 
Punkt der Curve, mobei jedoch der Kreis am unter einem Bir 
kel = @ gegen den Grundfreis geneigt gedacht werden m, 
und es ift die gemeinfchaftliche Tangente ef des Punkte a 
die Durchichnittölinie beider Ebenen. Trifft die Normale ia 
m bie Ebene des Grundkreiſes in y, und man fegt dieie Rem 
male = z, ſo iſt für die Abiciffenare Ca die Lage vonu 
durch z, Cx = x und sy = y befiimmt. Wird nun du 
m die Linie md normal auf ca gezogen, und ift 5 bie Pr 
jection ded Punktes d in der Ebene des Grundkreiſes, fo m 
öy parallel mit ef, und alſo auch mit md fein, und der® 
ftand der Punkte d und ô von einander it =z. Hiernach 

(ad):z = 1:sina und (ad\:(ad) = 1:cosa 
und dabır z = (ad)sin« und (ad) = (ad)cos« 
Es iſt aber em:cd = 1:cosw 
oder r:(cd) = 1:cosw 


iſt aledann ebenfalld z = 0 und cosa = +1, alio 
x = (R—rsinversw)cosg + rein wsing: 
= (R—-r(1— cosw))cosg + rsinwsinp 
= (R—r)cosg +r(cosg cosw + sing siav) 
(R- rcosg trcos(g — w) 
und y = (R— reinversv)siag — rsinweosp 
= (R—r(1—cos siag— rsinwcosp 
= Ro nsing+risiogcosw— sınwcosg) 
= (R-rsing train (g —%) 
und es wird bieraus fürg —v = ng erhalten 
x ıR—r)cosy +rcosmg 
uad (R- nsing treinmg 
Gleichungen, ide mit den, Aufgabe 3., gefundenen übee 
fimmen. 
Aufaade 6. Es ieden aus tea Gleichungen für t 
Erinkene vie für die gemeine Cnöloide abgeleitet werben. 
Auiléſung. Die Giahunzen für die Epichkloide jin 
xtrecosm 
c0s4 
5 A . y+trsom 
und y = Rtr)eny—rsom., di Rtr=°—— 
an? 

















x=ıRtrcosg—rcsmy, düR+r= 


ae Srmmensee 
. Hieraus geht nun zugleich hervor, daß bei zmii 
einander eingreifenden, gezahnten Mädern bie Zähne auch 
geformt werden koͤnnen, daß man, für einen und denjelben 

zeugungskreis, die des Rades nach einer Epicykloide und H 
des Getriebes nach einer Hypocykloide Erimmt. | 








Aufgabe 3. in Getriebe wird durch ein Ke 
bewegt; es foll die vortheilhaftefie Form der Kaͤmme 
Kammrades angegeben werden. 1 

Aufldfung. Bei dem Kammiagde liegen die Aren | 
Zähne nicht in der Ebene des Rated, und der Durhicad 
des Getriebe? ift daher eine Ebene, welche die ded Rades 
ter irgend einem Neigungsroinkel fchneidet. Da nun die 


1 Erler Woſchuitt. 6.76. 


ſo wird (R+x)’=R?’+(2rsinjc—g)’+2R (2rsin$c-p) sine 
und hieraus folgt 

x=—R+YV[R?+(2rsinjc—o)’+2R (2rsinjc—p)sinke] 
die Formel für die Heinfte Länge der Zähne bei kreisrunden 
Triebſtoͤcken. 

Iſt das Getriebe aber mit Zähnen verſehen, die eine ebene 
Zläche haben, fo ift ae ber Halbmeſſer des Getriebes, und 
daher, wenn der Centriwinkel für die Theilung = c gefeht 
wid, ae=r und ZLaem= c, folglid iſt em = rcosc 
Da nun 

. (Cm)? = (Ce)?+ (em)? — 2(Ce) (em)cosce 
fo iſt jetzt 
GT = (R+r)?+(rcosc?— 2(R+r)reosc- cose 
nämlich es ift 
R+s)? = R’+2Rr+r?+r?cos?c—2Rr cos ’c—2r? cos’ 
= R’+2Rr(1—cos?c)+r?(1 —cos?c) 
= R’+2Rrsin?c+r?sin?c 
alfo (R+x)? = R’+r(2R-+r)sin?c 

und daher x = — R+V[R’+r(2R+r)sin*}c]. 

Zufag. Aus der hier mitgetheilten Anleitung zur Be 
rechnung der Hleinften Länge der Zähne für den Fall, wenn 
ein Getriebe durch ein Stirnrad bewegt wird, läßt fich nun 
das Verfahren für andere Fälle leicht ableiten, und es ana 
dieſes daher der eigenen Ucbung überlaffen bleiben. 

Aufgabe 5. Es ſoll die erforderliche Kraft angegeben 
werben, um bie bei einem durch ein Stirnrad bemegten Gr 
triebe zwifchen Zahn und Stock ftattfindende Friction zu über 
winden. 

Aufloͤſung. Man ſetze die an dem Punkt a, Fig. 130, 
tangential wirkende Kraft, durch welche die Bewegung erzeugt 
wird, = P, und zerlege dieſe Kraft in zwei Theilkraͤfte, welche 
die Richtungen aC und am haben, ſo faͤllt die Richtung der 
letztern, deren Größe = X fein ſoll, mit der Normale dd 
Punktes m ber Curve, nach welcher die Zähne gekruͤmmt find, 
aufammen. Hiernach ift X der normale Drud des Zahns ge 
gen ben Stock, wodurch eine Friction = uX entfteht, die durch 
eine eben fo große Kraft in der Richtung der Tangente mo 
aufgehoben wird. Wird nun mz normal auf Cm gezogen, P 


Ts. Vor zu: Rierani ı-. u 
m ak ai ui zum. Enirmituifer. Ieklenn umgeißen. zur 
I Die in sen Bichnungerr mil nt un wein Es: mem: 
‚Autptese niste: Selen: Kaffe: = Z un Cu = 2, de DE m 
Innen. nerielieen = Si. zur De um mem Denn a pr Z 
Meet Ku — ml (au 
E Euf als 
— 
has bem Imiuge ne Rute efnmerkde Sur: . Durch 
Me der FKrichoe iemätige mir, ik ufe vurch De Bin 
ng P=Z selmme, Yaıi anne. de 


Me ann 2 zu 2 Zuch Ar chen amtptchten. 


= ut zu, mr & de kam = E geiee mcnen, 


# 
„X:Z = 1:n/ml) 
aber om zerlimpen mar pen Enppuz e des Dane 
.gh tr t 
Ce:Ca = m Tor): me = aa ul a 
der zu ber Ihellumg am Ichkige Gentininhl cm mc 
wit, zu ed iĩ raker uch, mel Co = R+ir un 
” 
R+2::ı= m(iomC):iax 


fisch # sn(oml) = —— 
| 
ber Peoperlion „X: Z = 1:infoml) abe fe 
za 
„Ar Tine 


— —XX 
=, fo iſt auch 
Di LER Aneinje 


Aufgabe 6. Das Getriebe, welches durch ein & 
ab bemegt wird, ift mit Zähnen verfehen, die eine ebene Zu 
haben; es foll die zur Ueberwindung der Zriction zwij 
den Zähnen erforderliche Vermehrung ber bewegenden 4 
angegeben werden. 

Aufldfung. Es ift bier, wie bei der vorigen Aufe 
die gefuchte Kraft P’ durch die Gleichung beftimmt 

pı = 22 


und man hat chen fo wie dort 
«X:Z = 1:sin(omC), aljo sin(omC) = A 


und Ce:Cm = sin(omC): sine 
jest ift aber e der Mittelpunkt des Getriebe, alfo Ce=I 
und Le = c, folglich wird 


R+r:z = sin(omC):sinc, alfo sin(omC) = 





Rn 

z 
und c& ift baber, wenn die beiden Werte von sin(omC) 
ander gleich gefegt werben, 


Z (Rınsi 
a= Mine, alſo 22 = uXR+ sine 


. _ XX(R+n)sinc 
und biernach P* ——— 


volltommen biegfamen Faden gelegt, und wickelt diefen fo d 
daß der abgewicelte Theil immer im gleicher Spannung a 
balten wird, und ſtets in der@bene des Kreiſes bleibt, ſo M 
wenn die Abwicklung von a bis m gefchehen ift, der gah 
Die Lage nm, und es ift num nm eine Tangente des Punkt 
n des Kreifes, und zugleich ift die Linie mm bem bereit? d 
gewicelten Bogen na des Kreifed gleich. Bei diefer Abwiden 
nun befchreibt der Endpunkt a bed Fadens eine Curve, mid 
die Evolvente des Kreiſes genannt wird, und ben Kreis fh 
nennt man in biefem Zalle, in Beziehung auf die dazu gd 
zige Evolvente, die Evolute. Statt des Kreiſes kann ih 
gend auch durch jede andere Curve, ald Evolute, eine day 





* 
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ich mn ber Krämmungshalbmeffer ber Größe und ber Lage 
nach. \ 
Aufgabe 4. Es ſoll ber Inhalt ber von ber Curve am 
und den graben Linien ax und xm eingefchloffenen Fläche bes 
fimmt werben. 
Aufldfung. Setzt man ben gefuchten Inhalt der Fläche 
= Z, fo ift ganz allgemein 
zZ = /ydı 
ba nun hier y=Rsinp—Rycosp und ds= Ropdpcosg, 
ſo wird j ' 
zZ = R’/[ydysinpcosp — y’dycos”’p] 
= R’ / [149 sin2p — y?dp- 1 + c082p — 
und wenn man 2p = w feßt, fo wird 
Z = R’/[fgydysiny —3p’dp — 3 y*dıpcosy] 
8 
und es iſt daher 5 = Kudysinyi- IfyYayooıy —Z 


und + = IYydysiny — Lfydycosy. 
Nach Meier Hirfch’s Integraltafeln Seite 288. ift aber 
Sydysiny = — wcosy + siny 
„ und yrdvcosy = y’siny + 2 cos y — 2siny 
folglich ift auch, wenn man biefe Werthe febt, 
Z, u . . . 
Rs + =} (-veosytHsiny)— 3 (w*’sinyt+2rycosyy—2siny) 
— pc082p , sin2p __ Y’sin2Y 9c0829 | sin2p 
4 DEE VE Vosar 
pcos2p g”sin2p „iu 29 
RE ER 4 
= 4[— Y(cos’p—sin’p)—p?finpcosp+sinpcosp] 
(ꝓsinꝰꝙ - ꝙ cos?ꝙ sin ꝙ cos ꝙ - ꝙꝰ sin ꝙ cos ꝙ) 
Ein ꝙ - ꝙ cos ꝙ) (cos ꝙ sin ꝙ) 
Da nun sin ꝙ — PCOsp = H und cos ꝙ + gysmgp = | 
po ift i 


416 


wo feine C 
wird, und 
Bufa 


da nun, w 
em ⸗x 


nämlich ei 
eine Seite 


Die Fläd, 
Eure cm 


£inie mn 


Auf⸗ 
Scheibelat 
ben Richt 
Hebezapfe 
einer Dau: 
der Stam 
die Hebel 
Gewicht 
es foll d 
werden. 

Auf 
daß e bie 
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Wird abe 
gabe &., | 


Bufı 


enthält di 
in Aufgat 
ander abh 
ihr Werth 
man erhaͤ 


oder, wen 


Auf, 
gefunden 
obern Sch 


\ 


wenn p> 


in dem F 
ber beftim 
diefer Zorı 


Aufl 


«>p ſei 


und weil ı 
ſoll, = 


Hierau 
v: 
nämlid 
fein m 
3 
Werth 
dieſer 2 


und cd 
eine K 


v 


für x: 


und 


Nun ifi 

Ferner wird a, +, erhalten‘, wenn man den Winkel, un! 
welchen die Fugenlinien b3 und cy fich fchneiden, von 1! 
abzicht, und da diefer Winkel = a — gi ift, fo ift 
at =180°— (ya) und Aa=90°— pa, alfo az=I0'+t: 
Aug demfelben Grunde ift, 

“at 33=180°—-(4o—2) und Aa=90°— Fa, alfo = 
tr 180 gg) und AI pi, alſo «,=90+ 
und ganz allgemein 
+80 ge )und,=90°-,, alfo«,=90'+g.- 
Setzt man biefe Werthe in den obigen Ausdrüden, fo ak 
man für bie gefuchte Preffungen die Formeln 

















N 
Pr 1 
Az2cospa A2cosfı 
=- pN= — 
Tree Be Teer) 
As cos gs — _Ascosgr 
Ten 17 Fr?) 
und es ift ganz allgemein 
M,= A,c0sg, und N, = A.cos prr-n 


Bin (Pr—Pa-n) sin (G.Fe-n) 
Zuſatz. Es ift 


os, 
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bie Theile rechts von: demſelben in ein Produkt vereinigt, fo 

erhält man 

Ar Ar As A, (tlg y1) (ÜE F—-Fa) (pen tg) = 
AyA,A, "Are tgrllgga—tgpı)(igya—tgys) 

“(ERBE Pr) 

und ed wird baher, wenn man die gemeinfchaftlichen Factoren 

wegläßt, vo. 

A, (pen — tg) = Acın te Pi 

woraus nun für jeden Werth von r folgt 


t r — 1 
As - (Su Zr EP) A, 


[ 


Da nun (nach Aufgabe 4.) ce = M,, fo wirb auch 


Ay) = (t8$p:4n—1gp') Mı. 
Zufaß. Setzt man in der zuleßt gefundenen Gleichung 
nach und nach r = 0, 1, 2, 3 ꝛc., fo wird erhalten 
A, = Mitgyı 
A, =M, (ya —1gyı) 
"As = Mı (892 — 1895) 
A. = M, (Ep —tEYe) 


A, = Mi (189. - 189«-1) 
unb hieraus erhält man durch Addition 
A, tA,+As+AetA, = MıtgQ. 
Nämlich es ift, wenn die Summe der Gewichte aller Gewoͤlb⸗ 
fteine vom iften bis zum rten = A gefeßt wird, 
A = Mytgy. 
für den Fall, wenn bie Preffungädifferenzen = 0 find. 
Aufgabe 4. Die in dem Punkt n, Fig. 139, flattfins 
dende Preſſungsdifferenz = D foll in zwei Seitenkräfte zers 
legt werben, von welchen die eine nv = V vertikal, und bie 
andere nz = Z horizontal ift, und es foll die Größe einer 
jeden diefer beiden Geitenkräfte angegeben werben. 
Aufloͤſung. Da D in ber Richtung no normal gegen 
ey wirkt, und nv parallel mit ak ift, fo muß, wann bie Vers 
titale ak von ber verlängerten cy unter einem Winkel = a 
gefchnitten wird, Zzno = Lvny == «a fein, und ed it daher 
LConv = 900 - ao, Daher iſt 
2* 
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D:Z = 1:cosa und D:V = 1:sine 
alfo Z = Dcose und V = Deinc. 

Aufgabe 5. Alle in den Zugen eines Gewölbebogend 
vorfommenden Preffungäbifferenzen follen in Xheilkräfte zer⸗ 
legt werben, welche in vertifalen und horizontalen Richtungen 
wirfen, und ed foll die Summe ber hieraus erhaltenen verti⸗ 
kalen, fo wie die der horizontalen Kräfte beſtimmt werben. 

Aufldfung. Setzt man die aus der Preſſungsdifferenz 
D, erhaltene horizontale Seitenkraft = Z,, und die vertifale 
= V,, und wird ber Winkel, unter welchem die Vertifallinie 
ak von der rten Zugenlinie gefchnitten wird, = 2. gefeßt, fo 
ift, nach Aufgabe 4., 

Z, = D,c0s9, und V, = D,sing, 
Setzt man in biefer Gleichung nach und nach r=1, 2, 3ıc., 
fo wird 
Z, = Dıcosp, und V, = Disingı 
Z, = D.cosg, » V, = D;siny, 
Z, = Dscospe = Vs, = Dssinys xc. 
und es ift daher die Summe Z ber horizontal wirkenden Kräfte 
Z=4+2, +2. +Z, 
= D,cosyı Da cos . + Dacosgs---+D,cosg: 
unb die Summe V ber vertifal wirkenden Kräfte ift 
v-V+V+Ve.+tV, 
= D,sinp, + D,sing, + Dasin gs + D,eing, 
Nach Aufgabe 2. aber ift 


WE—tBPen 180: 
man erhält alfo, wenn biefe Ausdruͤcke ſummirt werden, die 
Summe ber horizontal wirkenden Kräfte 

922 —— 
— * 


— — 
Deo nen 
A 
D, — — —— 
NT — 
As A 
D = — __ — 
ET tg I 
B 1: 
A, A i 
D,cosg, = (+1) i 
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Aus ber allgemeinen Gleichung für bie Preſſungsdifferenz 

D = 1 A, Ar+ı) I 
crogꝙ. IE —LEPer—n 1EPr+n— IB 

folgt, wenn man mit siny, multiplicirt, 

A,tgy, Ar+ntgPr 

D,sing, = —— 2 _ ID _ 

np te P. — iß P Wer) TE Fe 

und es iſt daher 


Di sing, == Au — -— 
D,sing, == _ Arte ____ Astra 


MP —tEp 189 —1EPr 
— _AstEPs Aut fs 


Desin fe gps —igpr tg . - tg ꝙꝛ 
D.siny, = Alpe _ _ ___AusnigPpı 


BP. — iß Pr-n EPa+n —tEPr 
und man erhält hieraus durch Abdition, wenn immer das 2te 
Glied einer Reihe mit dem erften der folgenden Reihe verbuns 
den wird, bie Summe der vertifal wirkenden Kräfte 

2) VaA ta tA HA _ Aurntg pr _ 
gPae+n — ig P. 

Zuſatz 1. Nach dem Zuſatze zu Aufgabe 1. iſt 

— Ac-i 
18 Per gp. 
folglich wird auch, wenn man biefen Werth benußt, 
)2= E—M+nC00Qr 
2) Vs A, HA, +A,. FA. — Meornsiug, 
Iſt num der rte Gemölbftein der legte, liegt derfelbe alfo uns 
mittelbar an der feften Widerlage an, fo wird Muı+n = 0, 
und ed ift Daher die Summe der Horizontalprefiungen bes 
ganzen Gewoͤlbebogens 
A, 
Z = nn M, 
und bie Summe ber Vertlkalpreſſungen beffelben ift 
VeiAtAtAt+AmA, 

Zuſatz 2. Sind bie Prefiungspifferenzen = 0, fo fin: 

Det bloß eine normale Preffung = N, des legten Gewölb: 


= M.+1C089, 


x 
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in der Richtung ber Fuge mögen burch p und q“ bezeich⸗ 
net werben. Schneidet nun cy verlängert bie Vertikale ak 
unter einem Winkel = «, fo ift auch Zzno = Lvıy = a 
und Zonv = 90’— a, und es iſt nun 
V:p = 1:sine und V:g! = 1:c0os« 
Zip“ = 1:cose und Zig” = 1:8sin« 
folglich 
p’ = Vsin« und q’ = Vcosa 
p“ = Zcose und q’ = Zsin« 
Wird nun ber durch die Preſſungsdifferenzen in ber rten Zuge 
erzeugte normale Druck, welcher die Preffungsfumme ges 
nannt werben Fann, = S, gefeßt, und ber Druc in ber Rich⸗ 
tung ber Zugenlinie, welchen man die Schubfraft nennt, 
= Q., fo if 
S. = p/+tp” = Vsina+Zcosa 
ud Q, = —qa’+g’ = —Vcosa + Zsine. 
Es ift alfo auch für Zu = g, 
Ss. =ptp” = Vsing, + Zcosy, 
und Q, = q’— g’ = Zeinyg,— Vcos ꝙ. 
Nun ift, nach Aufgabe 5. Zufaß 1., 
Zz= En M«+nC0sF. und 
Vz=A,+t A,t. A — Me+nSinf, = A— Me+n8ing, 
folglich ift auch die Preffungsfunme in der rten Zuge 


. . A, 
Ss, = [A-Me.+nsingp.] sin g. + 2- 
Aı 15 ran — Me+n (sin? 9, cos ?r.) 
= (Atgp, + A,cotpı)c08 pr — Marn 
und die Summe der Schubfräfte für r Zugen wird 


-MA—cos * P. 


ee Asin p. + 





'9= 2% —Me+n coeꝙ. Jing.—[A-Murn sing,|cosp, 


_ A A,eingq, 
R771 
== (A,cotp, — Acot ꝙ,) sing, 
Zuſatz. Sind die Preffungedifferenzgen = O0, fo muß 
auch für die rte Zuge, fo lange es nicht bie legte ift, ſowohl 
S, ald auch Q, = O werden. Diefe Werthe laffen ſich aus 


— ACcOosg, 


A 
= ing Man 
ober weil A = Mutgyu, fo ift 
_—Me+n 


s= cos ꝙ. 
Nun iſt aber, nach Aufgabe 3., 
Au+n 
M = IBFem 184. 
Adæu 
und daher nn vos I CosgellgPern — 18 Fo) 
nach Aufgabe 1.; 
folglich it S, = Mer — Many = 0. 
Ferner ift Q, = (A,cotyı — Acolg) singe 
A 
der Q, = (ZU — 
or Q (gr; I8fr 
Da nun, nad) dem Zufaß zu Aufgabe 3, 
A, 
en = M, und auch er =M 
fo it ud Q, = (M,—M,)sing, = 0. 
Es ift alſo unter den angegebenen Bedingungen ſowohl S, 
ah Q,= 0. 
Iſt die rte Fuge die leßte, fo wird noch immer Q,= 
und weil aldbann auch Murn = O iſt, infofern hierdurch 





= Mer 


sing, 





Aufgabe 9. Das Moment der Etabilität der Rio 
lage eines Gewölbe foll beſtimmt werden, fo daß diefelbe da 
durch die Preffungsdifferenzen entfichenden Druck abzupuln 


Lu GEbanhe HR 


des Gemölbebogend der Fall ift, daß aber in dö durch 
einen Zufall ein Fugenriß ſich erzeugt hat, fo kann da 
woͤlbſtuͤck acod durch die in den Fugen oberhalb dd vi 
menden Schubkräfte verfchoben werden, und ed wird 
bloß durch die Friction verhindert, welche aus dem N 
drude dieſes Stuͤckes gegen dö entſteht. Nach Aufgab 
aber der Normaldrud in der rten Zuge, oder die hier vı 
mende Preffungsfumme, 
$,= (Atgg.+ A,cotgı) cos ꝙ. — Mı+n 
und die Summe ber Schubfräfte in dieſer Zuge, paral 
derfelben, ift 5 
Q. = (A, cotyı — Acotg.) sing. 
Iſt nun der Frictioncoefficient = u, fo wird uS, t 
Schubfraft entgegenmirkende Kraft, und ed kann dak 
Ausgleiten des Gewoͤlbſtuͤckes ftattfinden, fo lange 
uSs> Q. 
ift, und die nähern Bedingungen werben aus ber Gli 
erhalten 
us Q. 
wobei Ma. = O geſetzt werben kann, wenn man anni 
daß der unterhalb do liegende Theil des Gewoͤlbes dr 
fammenhängendes Stuͤck bildet, und daher der game 
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als zu ber Wiberlage gehören angefehen werben Tann. Hier 
nach ift in dieſer Gleichung 


S, = (Atgy. + A,cotyı)cosg, = Adingı+ — cos ꝙ. 
1 


unb Q,=(A,cotp,—Acoty,)singy, = ing —Acosg, 
wo A=A, tA, tA,--+A, dad Gewicht bed ganzen Ges 
wolbſtaͤckes andd bedeutet, und Fr = M, bie Horizontal. 


preffung gegen ax iſt. Hiernach erhält bie obige Gleichung 
die Form 
uw (Asing, +Mıcosg,) = M,sinp, — Acos ꝙ. 
Soll alfo ein Ausgleiten verhindert werden, fo muß 
— M,sing.— Acosy, 
” M,cosy,+ Äsing, 
unb wenn man wirklich theilt, fo wird erhalten 


_ Acosy, + Asinp,tgp. 
u > 9 M,cosg, + Asing, 


- _ Acos ’9,+ Asin?’g,) 
16P: cos ꝙ. (M, cos ꝙ. + Asin —— 


ſein, 


IT sg. S, 
Hieraus geht alfo hervor, daß wenigftend für den Theil bes 
Gewoͤlbebogens Fein Ausgleiten möglich ift, für welchen noch 
nicht 189. > u wird. 


Da ferner 
A__ | M, 
Cop, SBINYCOSG, S,5iNQ, 
po it auch 


— 1 M, 
BEI np, Susing, 

worand fich erfennen läßt, innerhalb welcher Grenzen ber Werth 
won x liegen muß, wenn bad Auögleiten eined Gewoͤlbſtuͤckes 
überhaupt nicht möglich fein foll. 

Zufag. Aus der Sleichung 

u (Asing, + M,cosgy,) = M,sinp, — Acosp, 
folgt, daß Aberhaupt kein Auegleiten erfolgen kann, wenn 
M,sing, == Acosgy, 





D:p = 1:cosdnp und D:q = 1:sindop 
ober weil Zdnp = y, fo ift 
D:p = 1:cosy und D:q = 1:siny 
und cd ift daher 
p = Deosy und q = Dsiny. 
Da nun bad Moment für den Anfangspunft e beftimmt 
den foll, fo ift daffelbe 
für die Are eg = (ep)-p = (ep) Dcosy 
und für die Are ef = (eg)-q = (eg) Dsiny 
wo nun noch die Werthe von ep und eq näher beftimmt: 
den müffen. 

Die Lage des Punktes m fei in Beziehung auf die! 
tifale ak beftimmt durch die Coordinaten ax=x und su= 
und die ihrer Lage nach gegebene Kinie eg fihneide bie al 
dem Punkte h, fo daß ah = hund ch = g, fo iſt in: 
Winkel abe = 4 die Lage von n durch hr=h-sı 
u = y gegeben, und c8 laffen fich hieraus die Wertbe : 
hp und pn in dem Viereck nxhp beflimmen, und man fir 

(hp) = (h— x)cosß-+ ysinß 
und (pn) = (h— x)sind— ycosß 
folglich if (ep) = Che) — (hp) = g--(h—n)cosg-zä 
und’ (eq) = (pn) = (h—x)sind— ycosd 
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zerlegt, von welchen bie eine Z, horizontal, und bie andere 
V, vertikal wirkt, fo ift, nach Aufgabe 4., 

Z. = D.cosg. und V, = D,sing, 
und eö ift baher bei der hier ftattfindenden Vorausſetzung 

Z, = 2A,sinrpcosrp = A, sin 2rꝙ 

ud V. = 2A, sinrpsiurp = 2A,sin’rp. 

Es iſt alfo 

Z, = A,sin2p und V, = 2A,sin’p 

Z, = Aysindp = V, = 2A,sin?2p 

Ze = Asin6p = Vs = 2A,sin!3p 


u= A,sin2rp « v = 2A,sin’rp. 

5. Die Summe: Z aller horizontal wirkenden Tpeilkräfte , 

iſt ganz allgemein, nach * 79. Aufgabe 5., 
Acau 

"an Ep BF: 

Aı Aı 

pP CH —tgrp 
sin(r +1)p sinrp 
Cos(r+1)p cosıp 





alfo if hr z= 


und weil tgl +1)y—tgrp = 





- sin (rH1)Pcosrp—cos(rHi)gsinrp sinp 
cos(r+1)Fcosrp  Sos(rHi)gcos? 
ſo wid 2= Ar _Arcos(r +1)Pcosrp 
U sinp 
Acos(r+1)p _ 
und ba nach No. 2. Tu = Me+n 
ſo iſt IJ. Z= Ar Mesncoseg. 
8p 


| 
Die Summe ber vertikal wirkenden Theilkraͤfte iſt | 
Vartatäe ta AR | 
mr | 
= AAN FA, +A + A, — M«+nsing, 1 

folglich ift II, V= rA, —Me4nsinrp. 

Zufag 1. Es iſt für Z zuerſt der Merth gefunden | 
worben ! 
Z= Aı _ Aıcos(r +1) cosrp 

1gP sinp 
und es ift auch 
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Ze2 +2, +2 +Z, 
‚ wenn man bie Werthe aus No. 4, feßt, 
= A,sin2p + A,sindp + A, sin6p--- + A,sin2rp "' 
ich wird erhalten, wenn man bie beiden Ausdruͤcke für 2 
ıber gleich. feßt, 
A,l[sin2p + Fa + sin6p "+ sin2rg] 





4 [E __cos(r +1) Pcosrp 
= A, IE 
. 777; Sn 
— A, [2 - cos(r+ —— 
sin ꝙ ain ꝙ 





— 1 3 
= ing [cosp — (cosrg cos ꝙ - sin rꝙ sin r)cosrp] | 





1 „ [eos p g — c08’rp) + sinrpcosrysin e] 





lag 1 (cospsin?rp + sinrgcosrpsing) 


ı SINTp _ Aısinrgein (+1) 
sin SÄNTF in nmeosg-+eosrgein 9) — 7 TER 
hieraus erhält man endlich 
p+sinäg +sin6yp- . 4 sin2rp = Er us 
ber Richtigkeit diefer Summationdformel findet man eis 
jirecten Beweis in dem zweiten Bande von Unger's prak⸗ 
n Uebungen für angehende Mathematiker Seite 438. 
Zufag 2. Es ift gefunden worden 
Vz rAı = M.r+1 sinrg@ 
= rA,-— A,cos(r+1)Y an np, sin rꝙ 
:3 muß auch fein 
VEV+V+Ver+V, 
= 2A, [sin?p + sin?2p + sin?5p «+++ sin?rg] 
ch ift auch 
—D 
ihrigend 2sin?« = 1 — cos2«, fo folgt hieraus auch 
-60829)+(1— cos 4p)+(1—cos 6@)---+(1 —cos2rp)] 
= r— [cos2p+cos 4p+cosbp-- ‚+eos?rg] = = 
_sinrge cos(r-+1)p 
sinp 


6. Die Summe ber Normalpreffungen = $, in ber ı 
Zuge ift, nach F. 79. Aufgabe 6., 


S=(A—Me+nsing.)sing, + (&- —Meuncosg:)i 
= Asing, + as Mern 
ı 
und die Größe ber Schubtraft iſt daſelbſt 
Q% = (u —Merncosge)sing—(A—Mesneingden 
A, 
= Tr ie Acosg, 
daher ift bei der in dieſem $. ftattfindenden Worauöfegunz 


S, = rA,sinrp+ Aı an — Man 
und Q, = Aula _ „A cosrp. R 


tsp 

Da nun, wenn die Friction dad Ausgleiten eines Bogen 
verhindern foll, _ 

. us. = 0: 
fein muß, fo wird diefe Bedingung, wenn man M+n = 
fest, 

A A,cosrp] — A,sinre 
A, Set? enrp_ 
en 1sinrp + 177 ]s 189 rA,cosı® 
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zontal wirke 
vtn=Kg 


‚Nun ift abe 

sin2g + siı 

und baber, ' 

sin ꝙ sin 

und nad) 9... .. era or 

Strg T- 

Folglich ift auch, wenn man diefe Werthe feßt, I 

HK = ba, Bing, 2, m anirzsinke+ Nr 

Ag (e _ u) 

8. Das Moment der Stabilität der Wiberlage eines 


Gewoͤlbes = W ift nach 8.79. Aufgabe 9. durch die Formel 
beſtimmt 


sinrpcos(r+1) ] 
sing 


Ww=H-K 
und daher ift auch W durch die Gleichung beftimmt 


Weha: sinrp SCHMP our ‚sinrpsinz(rH1)p 





sinp in 
A [rate 
6 sinp 


nämlich es ift 
we TE eine + Dp+gcon(+ 1) 
+2AR Au nee De_ 
Aus diefer Gleichung laͤßt ſich nun die erforderliche Stärke der 
Widerlage für einen kreisformigen Gewölbebogen berechnen. 
9. Nach $. 79. Aufgabe 13. iſt dad Moment ber in n 
normal gegen cy, Fig. 143, wirkenden Kraft D für die Axe 
(eg) = (ep)-p = (ep)-Decosy 


TAıg- 


und es ift daher, wenn das zweite Glied des erften Theils te 
fer Gleichung herübergefchafft wird, 
2gA, [sing cos(r—1)p+sin2pcos (r—2)p +sindg cos(—n 
“+sinrgcos(—r)P] 
= 2RA,[sing+sin2p+sinS3p--+sinrg] 
nämlich es ift 
g[singpcostr—1)p+sin2g cos(r—2) F+sindg eos(r-J)p- 
singrpsini(r+1)g 
sindp " 
Um aber auch die mit g multiplicirte Reihe zu fumm 
sen, braucht man nur zu berüdfichtigen, daß 
sinnpcos(r—n)p = sinng [cosrp cosny+sinrysiog] 
= jcosrysin 2ng-+sinrpsin’np 


+sinrgeos(t—r)g] = R- 


Es ift alfo 
sinpcos(r—1)g = Jcosrpsin2gp+sinrg sin’p 
sin2pcos(r—2)p cosrpsin dp+sinrgsin’2p 





sind@cos(rr-3)p = jcosrpsinbp+sinrpsin’dp 


sinrpcos(t— np = zeosrgsindrp-+sinrgsin’ 
folglich ift 
glsing cos(r—1)p+sin2y cos (r—2) p-+sin3geostr-) 
“+sinrgcos(t—r)g] = 
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folglich if a 
aub es wir 
M=A, 


Eind alfo 

Werth der 

es ift M, ' 

if. Aber ı 

M, ermitteln, wenn, wie dieſes gewöhnlich angenommen wer⸗ 
den kann, ꝙ ein Heiner Bogen ift; denn da bekanntlich 


wtf”. 
Ku Suse zer inte zu 


und tgpcotp = 1, fo ift 
D « & 
getp = 1 Er HEDER.. 


und weil, für einen Heinen Werth von , die Tangente dieſes 

Winkels ein Achter Bruch von unbebeutendem Werthe wird, 

fo kann man ycotp = 1 feßen, und es ift alsdann 
Mm Iber- +b) 


Aufgabe 2. Don einem Ereiöförmigen, gleich flarfen Ges 
woͤlbebogen ift der Radius der innern Mölbung = r gegeben, 
und bie Etärke des Gewölbe = b, fo bag r+b = R ber 
Radius ber aͤußern Mölbung iſt; man fol den Abſtand bed 
Schwerpunktes des Bogend von dem Mittelpunkte ded Kreis 
ſes beſtimmen. 


Aufloͤſung. Wird, Fig. 145, die Länge des Bogens 
ab = L und bie von a? = 1 geſetzt, die zu ab gehoͤrige 
Schne =S, und die zu a gehörige Ss, fo ift für ben Aus⸗ 
ſchnitt abm der Abftand des Schwerpunktes von dem Mit: 


telpunft m = 3 und bie Fläche des Ausſchnitts = a | 


a 
alfo dad Moment des Ausſchnitts = RS, und cben fo if 
dad Moment bed Audfchnittd «Am = m 


sinnpsin(n +1)p sining sin!(n +1): 
bAı sing +2Aıg- sinäy 


_ _sinngcos(n+1) \_ 
A, (Rsinng+x) (a nn  ı® 





a 

Fur Reosnp) +Ix(h+ ocosny)bsinng 
+11(5h + (20 + r)cosnyp) b? sin’og 

die Gleichung, durch welche der Werth von x fich bet 

laͤßt. Wobei für A, der Kubifinhalt des oberfien Ger 


ſteins gefegt werden muß = (ab«) -1 = w 
TUE eb BR. = wop. 


BE 5. Ein kreisfsemiger Gewoͤlbebogen ag, fig! 
ift fo belaftet, daß bie obere Fläche eine horizontale & 
bildet, und es ift adDA ein Durchfchnitt der Belafunz; 
fol der hieraus entſtehende vertifale Druck für jeden ah 
ſonders berechnet werben, 

Aufldfung. Der auf dem Bogen cd aufliegen U 
ber Belaftung hat cADC zum Durchichnitt, und es Karl 
Größe des Druckes auf diefem Bogen daher von In FH 
cdDC ab, deren Inhalt tie der eines Paraleiram; 
net wird, indem man cd ald die Sehne dieſes Boge 
ben Bann. Iſt nun der Winfel amc = P und ads! 
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r—1 or 
r_ eos(p + —— | -2p)sing-29 _ r „eosrgsiar 
2 2sinp 2 2sin ꝙ 
3 
4 sin ꝙ 


folglich wird endlich 
F = R(H+R)sinrp - 3R’rsinp — Rsin 2rꝙ. 
Zufag 1. If ꝙ fehr Fein, fo Tann man sinp m @ 
ſetzn, und es wird alsdann für ry = a, 
’ 2 20% 
F= RH+R)ıina— 2 ende 
Bon der Nichtigkeit dieſes Ausdrucks Tann man fich auf fol- 
gende Urt Überzeugen: Für einen fehr Meinen Werth von gy ift 
F = AacdD = AmdD — amd = 
(Am + Dd) (dd‘) _(am) (ad) 
2 2 


mb & it (Am) =H-+R; (Dd) = H+FR— (dm) = 
H--R—Rcosa; (dd)=Rsine; (am)=R und ad=Ra, 
alſo 
(H+R-+-H+HR—Roecose)Rsine R?’« 
— IT 


. R’sinacos« R?« . 
= (H-+R)Rsina - — 2 — 2 


3 2 
= R(H+R)sina ande Re 


ad mit bem obigen Ausdrucke uͤbereinſtimmt. 


Zufag 2. Die Summen ber oben vorkommenden Reihen 
cosp + cos3p + cos5p ---- und coszp -F cossp F3p--- 
Fönnen, auch ohne daß man hierbei auf eine in einem andern 
Werke abgeleitete Formel fich zu beziehen ‚braucht, auf fols 

Jende Art gefunden werben: Es ift 

cos ꝙ = cos (20 - ) = ceos ꝙ cos 20 Fsinpsin2p 
eos 30 = cos(Apy—yp) = cospcos4p +sinpsinäp 
Ros5p = c0s(6p—g) == cospcosbp tin ꝙ sin 6 


eos(2r—1)yp cos(2rp—p) == cos p aa Ava sin2rp 
® 
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daher iſt 
cosp[cos 
ein 2rꝙ 
nad) $. 8 





unb wenn 


cosip 1 PRRER 
Aufgabe. 7. Die Ange bed Schwerpunftes der Bel | 
ftung eines Freisfdrmigen Gewoͤlbebogens foll angegeben werben. 
Aufldfung Man feße, Fig. 146a., die Fläche des 
Rechtecks AmgD = A, des Dreiedd mgd = B, des Kreis⸗ 
ausfchnittd amd = C und bie Fläche aADd = X, und in 
Beziehung auf bie Axen mg und mA follen me’ = « und 
ma” = a’! die Coordinaten für die Rage ded Schwerpunktes 
von A fein; die Lage des Schwerpunftes von B fei beftimmt | 
durch mß/ = und mp" = 8"; die von C durch my =/ 
und my“ =y’, und bie Lage bed Schwerpunkte von X burd ; 
die Coorbinaten x’ und x”, fo müffen die Gleichungen flat: | 
finden n 
da = PB+Y/CHEX und aA = AB+zUCHER 
und ed find daher bie Werthe von x’ und x” burch bie gor ' 
meln beflimmt 
vo aA rc 


und dabei ift 


und x - FA-EB-YC 
T | 


' 
xX=A-B-C 
Nun ift aber für Zamd = a, ma=R und aA = H, 
ne ud = = Ace 
mA _H+R 
2 2 
und A «= (An) (mg) = (A +R)Reine 





mal = alt= 
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folglich wirt 
[REHR) 
-[2RCH+R) 
und baher | 
SRCH+R)siı 








—R’sinp[cos- POP z 


wofür man einftmeilen fegen kann 
D,sinp = 2R(H+R)sindp.P—R’sinp-Q 
und es ift 


p= (a FI) peos(e— 1)9-— co? 
unb weil con )peos1)g =jeosiertjcos(7>)? 
und cos (FE )peoste+p = jeoelx tieoeE). 
fo wid P=} Heos(#> "po (I ) g]= sin2rpsinip 
folglich iſt D,sinp =2R(H+-R)sin2rgsinfgsigp—R’sinp-Q 
2/0 a 
Ser Qcos (2 peos(e-1)p-cos (27 peosteHtip 
2/2r—1 41+.cos(2r —1) 
und ba cos Fr = 7 


%2r+1 _ 41 +cos(2r+1) 
unb cos FF) — 


pam 





EN) peostr Hp 








fo wird 
Q= re DR se 1)9- cos(rH)p 


= }[cos(r—1)p—cos(r-H1)p+cos(2r—1)pcos(r—1)P 
—cos(Ir+1)gcos(r+1)pJ 


eeset 
2 


Es ift aber 

eos(r—1)p—cos(r+1)p=2sinrpsinp 

+cos(2r—1) Fcos(t—1)p= 3c08(Ir—2)y+4cosıp 
—cos(2r+1)g.cos(rH1)p= —jcos(dr+2)p—jcosr? 


folglich wird, wenn man dieſe Werthe fest, 
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Q == = a2einrpsinpt; (cos(dr—2)pP—cos(dr+2)9)] 
= ;[2sinrpsinp+sinärpsin 29] 
= sinrgsinp+ sin Irꝙ cos ꝙ sin ꝙ 
Hiernach iſt alſo D,siup = 
2R(H-+-R)sin2rpsin;psin;p—R’sin?g(sinrp-+-sindrpcosp). 
Kür einen kleinen Werth von ꝙ kann man fegen sing = @ 
und cosp = 1, daher wird bei dieſer Vorausſetzung 


Dp = 2R(H+R)-; Et. inzrp ig *(sinrp+ein Irp) 


- Ra, 2 sin2rg—R’g ”.2sin2rpsinrp 


== Rprsinzp( 
und D, = Rysin2rp(g(H+R)—2Rsinrp) 

woraus folgt, dag D, einen negativen Werth erhält, wenn 
(HR) <2Rsinrgp iſt, und es wid D,=O für „(H+-R) 
= 2Rsinrg. 

Zufag 1. Der moͤglichſt größte Werth, welchen 2Rsinrp 
erhalten kann, ift = 2R; foll alfo D, negativ werden koͤnnen, 
ſo muß 


— 2R sin rp) 


s(H+R) < 2R 
und daher SH < R und H = IR fein. 

Sobald ber Werth von HZ 3R iff, Bleibt die durch bie Bes 

Kaftung entſtehende Preffungsdifferenz immer pofttiv. 


Buſat 2 Es iR B, = DRCHHR)eo(Tpsinkp 


. 2 9r—1 . los 1: 
—R?cos & )gein g=2R (H+R)[jsinrp—jeinfr—1)g} 
")psing 


und Bu+9n = 2R (HR) [eine +1)p-7sinrg] 
—— 
Folglich iſt 
BAn B. = 


R(H-+R) Nr p—2einrp]— 


R’[co »E 2 ron (FT) sing m 











20r_ 
— R?cos (5 
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ORCH-+R) [iarpenng=uinrg] tin [ss er * 
E. 
— cos? ] 
und baher ift auch 
Ban—B = 


R’sing · sindrpsinp — 2R(H+R)sinrg(1—cosp) = 
R’sin’gein2rp —AR(H+-R)sinrpsin?}p 
wodurch num beftimmt ift, unter welcher Bedingung Br 

gleich größer ober Meiner iſt als B. Da übrigens 
sin2rp = 2sinrpcosrp und sin?p = Asin?ipcos?ip 
fo wird auch 
Bun—B, = 
SR? sin?}pcos*3psinrpcosrp—4R(H-+R)sinrpein?;p 
= 4Reinrpsin?}p [2R cos?}pcosrp—(H+R)] 
und es iſt baher Bu+nB,, wenn 2Rcos?}pcosrp ZH+R 
Sell Born = B, fein, fo muß 
2R cos?}pcosrp — (H-HR) = 0 werben, 

alfo H = 2Rcos’}pcosrp— R = R (2c08’3pcosrp-1). 


. 82. 
Einige mit Hülfe der —E Analpfis geloͤſte Aufgaben 
Aufgabe 1. Die Curve ae, Fig. 147, iſt die mittlere 
Wolbung eined Gemölbebogend, und die Fugenlinien fchneiden 
diefe Curve unter einem rechten Winkel, Ay‘ und 786 
find zwei fehr ſchmale neben einander liegende Gemälbfteine; 
es foll angegeben werden, wie die in ber Fuge zy’ vorkoms 
mende Preffungädifferen; = ö von bem Theile au'ß'B bei 
Gewoͤlbes = X und von dem Winkel p, unter welchem die 
Vertikale ak von der Zugenlinie 95° gefchnitten wird, abhängt. 
Auflöfung. Nach 8. 79. Aufgabe 1. ift die nornak 
Preffung des (r+1)ten Gemölbfteind nach oben zu 
Ad-- i cos Fır+n 
Mn ne 
und bie bed rten Gemwölbfteind nach unten zu ift 
N= A. cos pr_n 
— Yen) 
zn es ift bie Hieraus entflehenbe Preffungsbifferenz in ber sten 
ige 
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A,008@«-n _ Är+nC08Pr+n 
_ u „Arte Pe-n _ ern 06Pen 
D. = N Man (inp—Pe-1) Sin(Pa+n— 9) 
Iſt nun das Gewicht von bem Bogen au = X, von 
ac'y'y = X' und von aa’ö’d = X”, fo wirb, wenn yy’ die 
rte Zuge fein foll, Ay'y = A,= K'—X = dX und yy/0'8 
Ar = XXX = dX', und es kann nun auch Y—p 
= dp und pp! wu dp! gefegt werben. Daher wird, _ 
wenn man biefe Werthe benugt, 
j Men = — und N. ⸗ er 
V dXcosp dX cosꝙ 
folglich if D. =) = np —— 
Nun iſt X’ = X+dX, alſo dx = dX-+d’X 
dp! = d(p+dp) = dp+d’p 
und eg + rer 
es ift alfo auch 
DPp. 23 dXcosp_(d X—d’X)cos(p+2dp+d’p) 
. indp sin (dp+d’g) 
Da aber sindp = dp; sin(dp-+d’y) = dp -+d’p 
und cos(p+2dp+d’p) = cospcos(2dy+d’p) 
=sinpsin(2dp+d?’p) = c089—(2dy-+d’y)sinp 
< (dX+d’Kfcosp—t2dp—d’g)sing] 
fofolgt D,=3= dX — — — —— sing 
u WXeosp(dp+d’p)—dX c0sP— (2dp-+d’p)sing]dp 
dpldp+d'7) 
_®X [cos9—(2dp+d?p)siny]dp 
dpldp+d’p) 
nämlich es wid d = 
dX [d’pcosp+2(dg)’ sin yateen sing] 
dp(ldp+ 
_ #X[cosp—(2d —— 
dp+d’p . 
und wenn man bie höhern Differentialien = O fegt, fo wird 
2 dX (d’pcosp+2(dp)’sinp) _d’X cos ꝑ 
(dp [77 
unb daher en 


. d’Xcos 
Im a dXeonp+2äX sing — 7 
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Uufgave 4. wo ſou DIE MOgangigs Deo Ewige 
bed ſchmalen Gewoͤlbſteins AAyy = dX von bem Krum⸗ 
mungshalbmeſſer @ des Bogens be 'beftimmt werben. 

Aufldfung. Schneiden fich die Zugenlinien AA und 
77 in g, fo iſt, weil der Bogen be fehr Klein fein ſoll, bg= 
<g = E der Kruͤmmungshalbmeſſer dieſes Bogens, und es ift 
Lg= pp =dp, baher ift die Ränge bed Bogens bo=ody, 
und wenn bie Länge der Zuge AP = z gefegt wird, fo if 
die Fläche AA'y'y = 2X (be) = zedp. Nimmt man nm 
die Kubifeinheit der Maffe zugleich als Gewichtöeinheit an, 
und fegt die Ränge bed Gemölbes = 1, fo wird 

X = au'd'ß und dX = Bfy'y 
und daher ift dX = zedp. 

Aufgabe 3. Die Abhängigkeit ber Preffungssifem 
von bem Kruͤmmungshalbmeſſer fol beſtimmt werden. 

Aufldfung. Da dX = zedp, fo ift 

X = odp-dz-+zd(edp) 
und wenn man gdp ald Differential bed Bogens ab con 
flant annimmt, wo alsdann d(edy) = O wird, fo if 
d’X = gdp-dz 
Da nun, nach Aufgabe 1, 


‘= Gaalp dKeong + 2aX sing - fees? 
fo iR — = 


“> +zedpcosp +2sinp- red Te edp-da 
Rp 
= Te 20 cos ꝙ — 2zgdcosp — edzcosp 


Aus der Gleichung d(edp) = 0 aber Fi 
ed’p+dedp = 0, alfo F —_-- 
folglich ift auch 
‘= E — edzcosp 


= — dp cosp — gdzcosp — ?zodcosp 
= — cosp [zde + edz] — 220dcos ꝙ 
und daher eyblich 
ö = — cos pd(ze) —2zedcosp. 


de 
e 


‚#32 











ober b 
Es iſt 
mungi 
folglid 
fett, 
und baher a I= _d 
nämlich es ift c- (5) = dx 
und daher x+C 
alfo in @ 5 -ıtC, c (5) = («+ ie 


und weil (5) = o, fo ift auch 
«+C)% 
a 


welched, wenn man C = c feßt, bie Formel für ben Ar 
mungshalbmeſſer der Kettenlinie ift, wie aus $.56. Aufgat 
ſich ergiebt. Uebrigens läßt ſich aus diefer Formel auch 
Gleichung für die Curve felbft auf folgende Art ableiten: . 
frc=c 





+0? _ /dS 
a -5) 
fo iſt auch (s+0)? (dy)? = c*(dS)? = e*[(dr)? + (dr)! 
alfo [ix +0)? — c’](dy)? = c’(dx)! 
und (x?-+2cx) (dy)? = c’(ds)? 


$. 82. Aufgaben aus der Statif der Gewölbe. 535 


QO ift alfo vollftändig beftimmt, während P die unbekannte 
Größe w enthält. 
3) Da V = /vösinp ud Z = fzö cosp 
fo müffen hier, bevor man integriren fann, die Werthe von 
v, z und Ö näher beflimmt werben. Es iſt aber 
v=(gV)=getek—p= ge+ek— (xy +yp) 
= wta-y-(yp) 
und z = (gz) = ka— ax-tnp = khrhe —ox-+op 
= k+th—x+-(up) 
und yn: np = 1:cosp und yn:yp = 1:sing. 
Da nun yn=zu, fo iſt (np) =4ucosp und (yp)=lusinp 
und daher vewta— y—Jusinp und z=k+h—x+jucosp 
Nach dem Zufaß zu Aufgabe 3. if, wenn g den Krämmungs, 
halbmeffer ber mittlern Wölbungslinie a’b’ bedeutet, 
ö = —zd(pcosp)— od(Zcos ꝙ) 
und es muß in dieſem Ausdrude, weil hierg der Ktuͤmmungs⸗ 
halbmeſſer der innern Wölbungslinie fein fol, e+4u für e, 
und u für z = yy’ gefeßt werden, daher wird 
ö = —ud(p +3zu)cosp —(e-+ zu) d(ucosp) 
= — ud(ocosp)— (eg tu) d(ucosp). 

Hiernach ift num 
V=—/(wta—y-—ausinp)[ud(ecosp) + 
(e+u)d(ucosgp)]singp 
Z = — /(k+h— x +3ucosp) [ud(ecosp) + 
(o+u)d(ucosg)]cosp 
wo Z unabhängig von w ift und V bie erfte Potenz biefer 

Größe enthält. In der Gleichung 
W+V+P=Z+0 

kommt alfo bloß in dem erften Theile w vor, und dba W bie 
Größe w hoͤchſtens zur zweiten Potenz enthält, wie aus 
$. 79. Aufgabe 10. und 11. fich ergiebt, fo folgt, daß bie 
erforderliche Stärke der Wiberlage fich durch eine Gleichung 
des 2ten Grades berechnen läßt, fobald die von einander abs 
hängenden veränberlichen Größen x, y, oe, u und 9 näher 
beflimmt find.. 

Aufgabe 7. Die innere Wölbungdlinie =? iſt ein Kreids 
bogen, und bad Gewölbe durchgehends von sicher Stärke; 

IL 
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elf Zu —k-+h-r+(r+ib)ensg)b(ar+b)cosgdeosp 
un (k+h—r) (2br-+b?)/cospd cop_"e+b) X cosꝙ 


und weil [cospdcosp == Icos? ꝙ C 
und [cos’pdcosp = Icosꝙ + C’ 
und die Integralien = O werben müffen, wenn man ꝙ == 0 


ſetzt, fo iſt 
C = — und Cm} | 
alfo Scospdcosp = „ep un Ir 
und Scos’gdcosp == _i- * 
folglich iſt fuͤr p 7 
Z = j(k+h— r)(2br + hyeinꝰy/ „b@r+b) —— 


ein Ausdruck, ber ganz unabhängig von w iſt. 
4) Die Gleichung ‚ durch welche bie erforderliche Stärke 
ber Widerlage fich berechnen läßt, 
W+V+P=2+0 





wird hiernach 

W-+(ow+R)+(mw +P) = 2+0Q 
unb es iſt baber 

W+(o+n)w = (Z-R)+Q-— 
GSetzt man hier für W den Ausbruch, durch welchen beſtimmt 
if, wie W von w abhängt, fo läßt fich durch eine quadra⸗ 
tifche Gleichung ber Werth von w, alfo bie erforberliche Stärke 
ber Widerlage berechnen. 
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perö, welche berfelbe gegen bie Abfciffenlinie nach ber Zeit t 
baben wird, beftimmt werben. 

Aufldfung. Befindet fich der Körper nach der Zeit t 
in A’, fo it AA’ = ct. Gebt man nun, mit Beibehaltung 
des Anfangspunktes m der Abſciſſen, ma/’==a’ und A/=b’, 
fo laſſen fich die Werthe biefer Linien auf folgende Art ber 
fiınmen: 

Es ift dA: Aa = 1 :sine 
alſo JA:b = 1:5in« 


bh 

folglich ift (dA) = * 

da nun AA’ = 

j b 

= .___ 
fo ift dA >, ct 
Jun ift aber auch dA’: A’a/ = 1 :sine 
alfo +ct:b = 1 :sin« 
sina 


folglich iſt b’ = b + ctsine 
was auch unmittelbar gefunden wird, wenn man burch A bie 
Ae ber ae parallel zieht, denn jegt ift 
AA’: Ale = 1:sine 
oder ct:A’e = 1:8ine 
folglich A’e = ct- sine 
hierzu ae = b 
giebt Aa = b/ = b+ct- sine 
ferner it AA’: Ae we’ 1 cos 
alfo ct:Ac = 1:cos« 
folglich aa’ = Ae = ct-cosa« 
hierzu ma =a 
giebt ma’ = a’ == a-rct-cose. 
Die gefuchte Lage bed Koͤrpers nach ber Zeit t iſt alfo beſtimmt 
durch bie Beiden Gleichungen 
a’ a a P ct · cos 
b’ = b+ct- sine 
Zuſatz. Es ii aa’ der Raum, welchen der Körper In 
ber Richtung parallel ber Ubfciffenlinie fortgeräct iſt, und A’e 
der Raum, den er parallel den Orbinaten zuruͤckgelegt hat. 
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o9:Rr 
180 
ct R 
folglid) p == Kr X 180° . 
Uufgabe 2. Die Lage des Mittelpunktd. o eines Krebs 
Big. 153, iſt durch die rechtwinkligen Eoorbinaten mb=a, 
= b gegeben, und es ift der Radius bed Kreiſes = R, 
ba = b—-R. Bon dem Punkte a ber Peripherie aus 
gt fich ein Punkt in bem Kreife in ber Richtung aa mit 
Sefchrwindigfeit = c, und es erhält besfelbe hierdurch in 
Zeit t die Lage a. Man foll die Lage diefed Punktes 
jeziehung auf die Abſciſſenlinie mn. beſtimmen. 
Yufldfung. Gebt man ben Winkel aca = p, fo If 
Bogen aa’ = 55 -2Rr, und ed iſt auch aa — ct, und 
r, wie in dem obigen Zuſatze, 


g= n x 180° 
‚if, wenn man a’d normal auf ch zieht, 
ca’:a’d = 1:sinp 
ober R: (a/d) = 1:sinp 


alfo (ad) = Rsinp = Rein (1 180°) 
eben fo findet man 
cd Rcosp zu Roos St . 180°) 
ft aber 


m ct 


(bb) u 2a’ m (da‘) 
und (b/a‘) = b’ == (bc— cd) 


ih ift auch 
a m Rein (2.180) 


und b’ = b—Reos( 7 180°) 


urch bie gefuchte Lage bed Punkts a nach ber Zeit t in 
ehung auf mn beftimmt if. 
aufat. Iſt bier 1) ct = Ra, fo wird 

a’ = R und b’ = b 
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und es el 
jede ganze sayı = u, wenn a = (un riyns ım 
2) Für ct = Ra wird . 
“=-0mb=b+R 
und biefe Werthe werben auch erhalten für ct = (2n-H1)Rr; 
3) Iſt ct = Ra, fo wird 
b am Rnbb=R 
und man erhält biefelben Werthe für ct = (2n + ) Ra. 
4) Wenn endlich" ct = 2Rr if, fo wird 
“=0mb=b—-R 
unb ed ift dieſes auch der Fall für ct = 2n X Ra. . 
-Aufgabe 3. Ein Körper bewegt fich von a aus in bem 
Kreife mit der Geſchwindigkeit = c; es foll bie Rage a, 
welche berfelbe nach der Zeit t gegen ben feften, in der Abs 
feiffenlinie mn liegenden Punkt B hat, beflimmt werben. ! 
Aufloͤſung. Da fomohl B ald auch der Mittelpunkt e 
bed Kreifed der Lage nach gegeben ift, fo ift Be = d be 
Größe und Rage nach gegeben, aber auch) be = b iſt gege 


ben, folglich der Winkel Beb = %, und zwar ift coy=h 
& «180° durch c und t beflimmt, alfo 
kennt man auch ben Winkel Bca’, und da Be = d un 
ca’=R, fo find von dem Dreie® Bea’ zwei Seiten und der 
eingefchloffene Winkel gegeben, und daher auch die gefuchte 
dritte Seite ba’ = x. Nämlich es ift 

x= V[®+R?—2dRcos(y+gp)] 

Zufag. Die Entfernung des Körpers a von B mird 
ein Marimum für cos(y +Y) = —1, und ein Minimum 
für cos(y+y) = +1. Es bat alfo a’ den größten Ab⸗ 
fand von B für y+p = 180°, alfo für g = 180° u, 
und ben Bleinften Abftand hat a’ von B für yv+rp = 0%, 
alſo frp = —y. 

In dem erflen Falle ift x=V(d’+R’+2dR)=d+R, 
und der Körper befindet fich in d’, und in dem zweiten Falle 
iſt x = Ve +C—2dR) = d—R, und ber Körper if 
in ö. 

Aufgabe 4. Eo fol bie Zeit = t gefunden werben, 


Nun it dr g= 
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normalen Richtung eine Strede = q ſcheinbar bewegt ges 
bacht wirb. 
 Wuflöfung. Setzt man in ben beiden Gleichungen Zus 
fag 1. und 2. der vorigen Aufgabe 
Xw (CcosA— ct und Y= = cteinß 
X=pun Y = q, fo wirb 


Toosß—-c” cai En 
baber pesind = qCcosß—gc 
eine Gleichung, aus welcher ber Werth von 4 auf werfchiebene 
ten bern werben kann, und es ift hierdurch aladann 
auch t ⸗ Fin Sein? beftimmt. Um inbeffen birecte Formeln zu 
erhalten, darf fein Huͤlfswinkel eingeführt werben, ſondem 
man muß fogleich den Werth von sin zu beſtimmen fuchen. 


Es ift aber 
(psin®+g)e = gCcosß 


Pig (am Brain FF = GET —sn9 
und (pP +q’C)sin? —— — 
ug — 

daher ain 34 Fe ing = Een] 
eine quabratifche Gleichung, aus welcher ber Werth von £ fih 
beftimmen läßt. 

Aufgabe 3. DerNeigungdminkel 3 ber Richtungen von 
ben beiden bewegten Körpern A und B ift gegeben, und auch 
die fcheinbare Veränderung der Lage von B gegen A nach der 
Zeit t, man kennt alfo die Werthe von p und q, Aufgabe 2. 
Es follen hieraus die erforderlichen Gefchwindigkeiten c und 
C beftimmt werden. 

Auflöfung. Die Gleichungen find, wie bei Aufgabe 2, 

p= (Ccosß—c)t und q = Ctsinß 
i i q 
hieraus folgt unmittelbar C = ting 
und es wird hierdurch die erfle Gleichung . 
cos I 
P= 3 * 
al p = qigd— 
boiglch ic = — 








Zuſat 
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Zuſatz. Es if leicht, hieraus bie Bebingungen zu fine 
ben, unter welchen A wirklich ruhen muß, und bie Bedinguns 
gen, unter welchen bie Bewegung von A nad) der Richtung 
mn, oder nach der entgegengefeßten nm flattfinden wird. 

Aufgabe 4. Der Körper A, Fig. 155, bewegt fich von 
A aus in ber Richtung mn mit ber Geſchwindigkeit c, und B 
von B aus in ber Richtung mn’ mit einer Geſchwindigkeit = C, 
Der Punkt D ift der Lage nach gegeben, und man kennt bie 
DA = a, DB = b und bie ®infel DAn = ao, DBn‘ 
und ADB = y. Es foll die Zeit t gefunden werben, nach 
welcher A und B mit D in gerader Linie fiehen werben. 

Aufldöfung. Sind bie Körper in ber Lage A’ und B’ 
mit D in grader Linie, und fegt man den Winfel BDB’=y, 


in AADA/ gegeben DA = a, AA, == ct unb La 
und ed ift daher 1g(yFy) = etein « 


a—clcosa 
ober, wenn man ben Ausbrud es Zaeinſtweilen zur Ab⸗ 


kuͤrzung = p ſetzt, fo iſt 

(tg) = pt. 
on ABDP/ ift DB: = b, BB’ = Ct und LP gegeben, unb 
es ift daher 


oder wenn ber Lusdruck LT 5* 5 


ſo iſt 
t 


gp = qt. 
Man hat biernach die beiden Gleichungen 
gp = at und By ) = pl 

Nun iſt aber 307 æ ) = arzt 
folglich wird die zweite Gleichung 

ter rtiep == pt 

Ir 
und daher iſt tgytigp == pt—pt-1g7 167 


= q gefegt wird, 


II. 
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Wird hier für Igp ber Werth aus ber erften Gleichung ges 
fegt, fo erhält man 
gr at = pt pal’-1gr 
und wenn bier wieder für p und q bie Werthe gefegt werben, 
fo erhält man 
Ctsinß cteina , 


Br tr; Co” a— ctcosa 
cCi?sinasinftgy 
 (b-Ctcosß)(a— cicose) 
und hieraus folgt 
(a— ctcose) (b— Ctcosß) tgy + Ctsin d(a — ctcosa) 
= ctsina(b — Ctcosf) — cCl’sinasin Algy. 
Dieſes giebt nach gehöriger Reduction 
cC [sin(g — a) - cos($— a)tgy]-1? 
+[aC(cosAtgy — sin ß) + be(cosatgy + sine)] -t 
—abtgy = 0. 
Eine Gieichung bed 1ſten Grades, woraus der Werth von t, 
und alfo auc) ber von @ leicht gefunden werden kann. 


Aufgabe 5. Die Körper A und B, welche von biefen 
Punkten aus mit den Geſchwindigkeiten c und C in ben Ric» 
tungen mn und mn‘ fich bewegen, find gleich anfangs mit 
dent feften Punkte D in gerader Linie; ed foll bie Zeit gefuns 
den werden, nach welcher fie wieder mit D in graber Linie 
fein werben. . 

Aufldfung. Behaͤlt man hier die Bezeichnung mie bei 
Uufgabe 4., fo hat man nur, da A und B gleich Anfangs 
mit D in graber Linie fein follen, in dem bort für tg(y+g) 
gefundenen Ausdruck, „=O zu fegen; hierdurch wird derſelbe 

et sin 
is a - ct cos c 
zugleich iſt aber auch tgp = Ctsinß 
b— Cicosß 
Bolglich wird, wenn man beide Werthe von -tgp einander 
gleich ſetzt, 








I 
cine u Csinß 
a— ctcosa — Ctcosß 
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und es ift hiernach 
besina — Cctsinacosß = aCsin® — Coteosasin 8 
unb hiernach 

Cet(cosasin®#— sinacosf) = aCsind — besin« 
unb daher auch 

Ccetsin(?— ec) = aCsin? — besin« 
u: aCsin#— besin« 
folglich ift t — 

Zuſatz If in dieſem Ausdrucke aC sin = besine, 
fo wird t = O0, und für = a, wird t=o; in beiden Fils 
len kommen bie Körper A und B alfo nicht wieber mit D in 
gerade Linie 

HM aCsin? > besin a, fo kommen bie Körper nochs 
mald mit D in gerade Rinie, und für aCsin? < besin« 
wird t negativ, ed find alfo A und B bereitö fräher mit D 
in grader Linie geweſen. 


$. 87. 
Von der Bewegung im Kreife 
Yufgabe 1. Zwei Körper A und B bewegen fich von 
bemfelben Punkte aus in einen Kreife in berfelben Richtung 
mit den Geſchwindigkeiten C und c; es foll die Zeit angeges 
ben werden, nach welcher fie wieder zufammentreffen. 


Yufldfung. Bür den Radius = R ift ber in ber Zeit⸗ 
einheit durchlaufene Bogen, nach $. 85. Zufat zu Yufgabe 1., 
rA=g’ = x 180° 


8 B= y’= 1; x 180° 


Da nun R, C und c gegeben find, fo kennt man ben Wins 
kel ꝙ und «u, welcher von jebem ber beiben Körper in ber 
Zeiteinheit durchlaufen wird, und welches man bie Winkelge⸗ 
ſchwindigkeit nennt. 

Iſt nun C>c,ftftauhbg>y, und e& if be 
Abſtand beider Körper nach ber Zeiteinheit = ꝙ — ıp; zufams 
mentreffen aber Finnen beide Körper erft aldbann, wenn ihr 
Abſtand dem Kreisumfange gleich iſt, alſo, in Winkel ausge⸗ 

36* 
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mtp = n-360+y 
al m * 360 +40 
ober m-45.67 = n-4-360+40-& 
und m-9-67 = n-4-72+8-4 
hieraus aber folgt 
9 (67m — 320) = 32 
Da nun m und m ganze Zahlen fein follen, fo iſt auch 67m 
—32n eine ganze Zahl, und ed enthält alfo 9(67m — 32u) 
ben Zactor 9,, alfo müßte auch 32 dieſen Factor enthalten, 
und da diefes nicht der Fall ift, fo kann ein folches Zuſam⸗ 
mentreffen in einem Abftande von dem Unfangspunfte = 40° 
gar nicht erfolgen. 

Soll ermittelt werben, nach welcher Zeit ein Zufammen: 
treffen beider Körper in einem Abflande 7 = 180° von dem 
AUnfangspunfte erfolgen wird, fo ift 

m 111.67 = n360 #180 

und m-45.67 = n-4:360+4.180 
alfo, wenn man mit 45 theilt, 
. 67m = 32n +16 
folglich muß jegt werben 
67m — 320 = 16 
und biefer Gleichung wird Genuͤge geleiftet für 
m=16 und n=33 

folglich ift die gefuchte Zeit = mt = 16 - 11! = 180 Zeit 
einheiten. 


Aufgabe 3. Zwei Körper A und B bewegen ſich in 
einem Kreife von demfelben Punkte aus in entgegengefegten 
Nichtungen mit den Winkelgefchwindigkeiten ꝙ und y; es foll 
bie Zeit angegeben werden, nach welcher fie dad erfie Mal zus 
fammentreffen. 


Uufldfung. Der Köıper A durchläuft in der Zeit t 
einen Bogen = ty? und B = ty. Beide Körper haben bis 
au ihrem Zufammentreffen, da fie nach entgegengefeßten Ride 
tungen ſich bewegen, den ganzen Kreis, alfo 360° durchlaufen, 
folglich ift u 


ten Zeiteinheit Durchlaufene Raum = a + 2b. Eden 
der Raum, welcher in der vierten Zeiteinheit durchlaufen 
= a — 3b :c, und es ijt fomit nachgemwiefen, daß die c 
förmig veraͤnderliche Bewegung durch ſtete Einmirkunz 
unveränderlihben Kraft erzeugt wird. 

3. Eine ſolche fortwährend einmwirkende Kraft ik 
Schwere; fie mirkt auf den unterſtuͤtzten und in folge 
rubenden Körper ſowobl, ald auf den bemegten, und d 
fih in dem erftern Zuftande durch einen Drud, un 
dem letztern durch Veraͤnderung der Geſchwindigkeit. € 
aber die Echmere nabe an der Oberfläche ver Erde auch 
urveränderliche Kraft; die dur dieſelbe erzeugte Bari 
it daher eine gleichförmig veränderliche, und der Zall der 
per erfolgt daher mit gleichiörmig zunehmender Geichwindi 

3. Die Schwere eines Körpers wird Durch fein Gr 
erfannt, Dieies iſt aber bei werichiedenen Körpern verihi 
Deſſen ungeachtet durchlaufen verfchiedene Körper von 
Augenblide ibrer, in Folge der Schwere, beginnenden E 
gung an, in gleichen Seiten gleiche Räume, fo daß ein | 
ter Nörper mit berieiben Gefchmindigfeit wie ein ihm 
fällt. Die Urfacbe hiervon liegt darin, daß das Gemid 
ned Körpers jeiner Maſſe proportionirt ift ($. 3. No. 
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burcleufene Baum = G, und IE nun 7 = 0, fo mi der 


von der MaffeM’ in berfelben Zeit burchlaufene Raum = «G 
fein möffen. 


& 89. 
Aufgabe 

Bei einer gleichförmig veränberlichen Bewegung eined Kir 
pers ift der in der erften Secunde burchlaufene Raum = a, 
bie bierburch erzeugte Geſchwindigkeit = b, und es durchläuft 
daher ber Körper bei fortwährender Einwirkung der Kraft, nach 
8. 88. No. 2., in ber zweiten Secunde einen Raum — atb, 
in ber dritten =a-+2b x. Man foll angeben, wie bie Ork 
fen a und b von einander abhängen. 

Aufldfung. Es ſei der in dem erften Augenblicke durchlar⸗ 
fene Raum = a, und bie dem Körper hierdurch ertheilte Ge⸗ 
ſchwindigkeit = 4, fo find die in ben aufeinander folgenden 
m Augenblicken nach und nach burchlaufenen Räume 

a,a+ß, a+2ß, at+3ß--a+(n—1)8 


bie Summe biefer Reihe iſt = no ang 


Beſteht alfo die Secunde aus m Augenblicten, fo iſt dieſes ber 
in der erften Secunde burchlaufene Raum, und ed ift daher 
a — no Hg 
In ber zweiten Secunbe twerben nun in den aufeinander fol 

genden Augenblicken die Räume durchlaufen 
a+nß, a+(a+1), @+(a+2)ß---@+(2n—1)8 
ann) 
Ip 
Da nun ber in ber zweiten Secunde Burhlaufene Raum = 
a-rb ik, fo folgt 


atrb= na HN, 
na(n—1) 
37 


deren Summe iſt = na - 


ober a ⸗ na+" 


ei ald b u 
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Nun ift aber nothwenbig 
«> und - 4 


ud? und a < n9 + —— 
Ur n(n-+1) 


und daher a > mt ) 


ß 


ober weil nf+ Z. ß 
fo if für jeden noch fo großen Werth von n boch Immer 
n(n—1) 
>79 ß 
und a < Te 


unb hieraus folgt a _. 7 Ip = 


ECiftopbendında— „8 


2 
und daher b = 2a. 
Die Geſchwindigkeit ded Körpers ift alfo am Enbe ber erften 
Secunde fo groß, daß er ohne fernere Einwirkung der Kraft 
in der zweiten Secunde, mit einer gleichförmigen Geſchwindig⸗ 
keit einen zweimal fo großen Raum ald in ber erften Secunbe 
durchlaufen würde. 
Zufaß 1. Die, durch eine gleichförmig veränderliche Bes 
wegung (in ben von bereriten an, auf einander folgenden Ges 
cunden) duschlaufenen Räume find in ber 
iften 2ten Iten Aten««  tten Sec. 
a, atrb, at2b, ats3b-- a-+(t—1)b 
ober ba b = 2a, fo find biefe Raͤume 
a, da, 5a, 7a-- (2t—1)a 
folglich ift der in t- Secunden durchlaufene Raum 
S = at3atrs5a+ Ta. + (2t—1)a 
 tIlt— a. + a] _ EU m 2. 


Eben fo ift ber in einer anbern Zeit 1 burchlaufene Raum 
S’ (Ma, und ed iſt daher 

S:S’ = 12: (ij 

die in verſchiedenen Zeiten durchlaufenen Raͤume verhalten ſich 
elfo wie bie Quadrate der Zeiten. 

Zuſatz 2. Die erlangte Geſchwindigkeit ift am Ende ber 


R 





m—1! 
fo it X = S+ma+nmb + "bh 











daher ft X—S = ma+tnunb+ - 


ber in ben leisten m Zeiteinbeiten zuruͤckgelegke 
Wirkt aber in den letzten Zeiteinbeiten tie Kt 
ner auf den Körper, fo legt er in Liefer Zeit mit der mi 
Gefchroindigkeit mb einen Raum Y zurüd für 
Y=mxnb= mnb 
Soll nun X = Y werben, alfo 





mb = ma+ nmb + WR Dp 





und daher Oo = ar” 


Zall, we 
fo ik 
3)cn 
vun 
6) 
ind v: 
nt _ . 
Wenn S und e bie gegebenen Srögen find, ſo findet man 
get Vüsste) und 10) v= VASg-+eN) | 
Sind endlich S und v gegeben, fo wird erhalten 
Yt- eye 5) | 
und 12) c = Vi" — 455) 
Aufgabe 3. Ein Körper wird mit einer Gefchwinbig 
keit == 6 in einer ber Schwere entgegengefeßten BRichtung ber |! 
wegtz 8 foll der in biefer Richtung von Den Alpe he i 
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Zeit t zuruͤckgelegte Raum und feine Sefchwindigfeit am Ende 
diefer Zeit angegeben werben. 

Aufldfung. Es wirkt hier die Echmwere der Bewegung 
entgegen, und ed ift baher der Werth von g negativ, fobald 
man, wie biefes bier der Fall ift, ermitteln will, welchen Raum 
ber Körper in der Richtung durchläuft, in welcher er mit der 
anfänglichen Geſchwindigkeit = c bewegt wird. Es iſt aber, 
nach Aufgabe 2., 

S= ct+g? und v = c+2gt 
Wird in diefen beiden Formeln — g flatt g gefeßt, fo erhäft 
man bie Formeln für den gegenwärtigen Fall, alfo 
S=ct—gl und v= c—2gt. 

Zuſatz 1. Da die Schmere ber Bewegung bed Körpers 
entgegen wirft, und zmar mit zunehmender Gefchwindigfeit, . 
während c unverändert bleibt, fo kann die Bewegung in ber 
Richtung von c nur eine Zeit lang erfolgen, und fie folgt, 
fpäter der Richtung der Schwere. Da 

v=c-—.2gt, 
fo if bie Gefchwinbigkeit in der der Schwere entgegengefeßten 
Richtung nur fo lange pofitio, fo lange c > 2gt ifl. Für 
c = 2gt wird v = 0, und ber Körper hat feine höchfte Höhe 


erreicht. Es ift dieſes alfo der Fall für * = t, Der durch» 


laufene Raum ift Die diefen Werth von t 

ce? ? @®_ ce 

s=c 7 (5) = 2g u g 
Für cz . 2gt wird die Gefchrwindigkeit negativ, und ber Körs 
per folgt alsdann der Richtung der Schwere. 

Zufag 2. Da 
S= ct—gl? = t(c— gi) 

fit S=O einmal für t= 0, alfo gleich anfangs, und 
alsdann auch für 


c—gt = 0, alfo für t= z 


Nach der Zeit = z ift ber Körper daher wieder an bemiels 


ben Dirt, von wo aus feine Bewegung begann. Sucht man 
H. 37 


2 Zibeitge Abſchnict. 9. 90. 

ger gt) =D 

baßer tm D ze 

und e8 IR ber von A Darchlaufene Raum = gi = BIT, web 
er Raum, welchen B durchlaufen bat, DD 


‘ Zu ſatz. Auch die Aufgabe: wie groß D fein muß, wenn 
A und B in ber Mitte ihres Weges zufammentreffen follen, 
laͤßt fich leicht loſen. 
Aufgabe 8. Der Köıper A fallt vermoͤge ber Schwere 
von einer ht m S berab, und der Körper B wird in eben 
diefer Richtung mit einer anfänglichen Geſchwindigkeit = c 
bewegt. Es ſoll der erforberliche Abftanb beider von einander 
gefunden werben, damit fie in gleicher Zeit den Endpunkt von 
S erreichen. 
Aufldfung. A burchläuft ben Raum S in ber Zeit 
t= v: Iſt nun der Abſtand des Bvon A=x, fo 


muß B in derfelben Zeit = t den Raum S-+x durchlaufen, 
und ed muß daher nach Aufgabe 2. fein 
Stı=ct+rg® 


Ss 
eVz*5 
folglih x = .vE 


Aufgabe 9. Don dem Punkte m aus, Fig. 158, fält 
ber Körper K vermöge ber Schwere, und ein Punkt A be 
wegt fich in ber Richtung mn mit ber gleichförmigen Ge⸗ 
ſchwindigkeit = c, beide beginnen ihre Bewegung zu gleicher 
Zeit; es foll der Abſtand gefunden werben, welchen beide von 
einander nach ber Zeit t haben werden. 

Aufldfung. Befindet fich zu gleicher Zeit K in k und 
A in a, fo ift, da bie sur Erreichung dieſer Punkte erforben 
liche Zeit = t iſt, 

(mk) = gt? und (ma) = ct 
wird alfo Lamk = m gefeßt, fo ift 





574, 

und es iR | 
Sm 
für die Ben 
Zürgq 

Sm 25, j 
Aufgı 
Körper, def 
ben ift ein! 
eine Mole 
dieſes Fade: 

+ Tpannt wird; es follen Die Gefege für die hieraus entjtehende 
Bewegung angegeben werben, wenn man hierbei alle übrigen 
Hinderniſſe außer Acht läßt. . 

Aufldfung. Da der Körper horizontal unterfägt ift, 
und auch während der Bewegung unterftägt bleibt, fo leiſtet 
er derfelben Beinen Miderftand, und es ift daher P bie bewe⸗ 
gende Kraft. Es Tann aber P nicht bewegt werden, ohne daß 
zugleich auch A mit derfelben Geſchwindigkeit bewegt mird, 
folglich ift die beroegte Maffe = P+A, und ed ift daher 


J pP P\, 
8 (era)s® und V= (4) 8 

Aufgabe 5. Die Gefeße ber Bewegung follen unter 
den Bedingungen ber Aufgabe 4. angegeben werben, wenn bei 
derfelben zugleich die Zriction des Körpers Aberuͤckſichtigt 
wird. 

Aufloͤſung. If der Zrictiondeoefficient = u, fo wider 
ſteht A ber Bewegung mit einer Kraft = uA, und ed wird 
ein Theil = nA von P zur Ueberwindung biefed Widerſtan⸗ 
des verwendet; bie bewegende Kraft ift daher in dieſem Sale 
= P- ua, während bier, wie bei Aufgabe &., die bewegte 
Maſſe = P+A if. Folglich wird 


P— 
ve Ev 
Zufag. Kennt man durch Verſuche den in einer gewiſ⸗ 
fen Zeit t durchlaufenen. Raum S für ein gegebened A und 
B 
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P, fo läßt fich hieraus ber Zriefiondcoefficient berechnen, und 
zwar findet man 


P+HA)S 


_P (P+A)S 
alſo a = —— Yu 
§. 92. 
Bon dem Zall der Körper auf der geneigten Ebene 


Aufgabe 1. Es follen die Geſetze für das Hinabgleiten 
eines Koͤrpers von einer geneigten Ebene angegeben werden. 


Aufloͤſung. Iſt, Fig. 66, der Schwerpunkt des Koͤr⸗ 
pers in g und gP die Richtung ber Schwere, fo iſt, wenn 
man bad Gewicht ded Körperd = P durch die Linie gp cons 
firuirt, gx = x die bewegende Kraft deffelben, und es iſt, 
wenn man ben Neigungswinkel der Ebene ba gegen ben Ho⸗ 
szont = A feßt, 

gp:gx = ab: ac = 1:5inf 
alfo P:X = 1:5inß, und daher X = Psinß 
Sofglich ift bei dem Falle auf der geneigten Ebene, wenn bie 
Maffe M deö Körpers = P ift, die befchleunigende Kraft deſ⸗ 
felben X==Psin £, und es ift daher, nach $. 91. Aufgabe 1., 
X pe 


Sa pet = gt? = el’sinfß 


und v — n2gt = nern 


wodurch die Gefeße für den Fall auf ber geneigten Ebene bes 
flimmt find. 


Aufgabe 2. DieLänge einer geneigten Ebene iſt ab=S 
Fig. 66, und die Höhe berfelben ac = h; ed foll angegeben 
werden, wie bie Geſchwindigkeit eines von a bis b in der ges 
‚ neigten Ebene herabgefallenen Körperd zu der Geſchwindigkeit 

bed Körpers fich verhält, der von a frei herunter bis c ges 
fallen ift. 

Wuflöfung Setzt man bie Gefchmwindigleit bed von a 
bis b gefallenen Koͤrpers = v’, und des von a Bid c gefals. 
Ionen = vw”, fo ift, nach Ynfgabe 1, ⸗ 


8 


- Nach 5.90. Aufgabe 1. Zuſatz Formel No. 4. ift aber für die 
Höhe ac=h auch ve 2yVbg. 
. = Fohglich üb wm wi 
Zuſatz. Bei dem Zalle eined Körper auf einer geneig: 
ten Ebene hat derſelbe alfo in jedem Vankte feiner Bahn Dir 
felde Geſchwindigkeit, bie er durch den freien Fall von ein 
She herab erlangt, welche zu bem burchlaufenen Theil ber 
‚Bahn gehört. Wenn daher zwei Körper von dem unb dem 
felden Punkte qus auf verfchlebene Ebenen herabfallen, fo be 
ben alle, indem fie gleich viel dem Horizonte fich genaͤhert 
haben, gleiche Geſchwindigkeiten. 

Aufgabe 3. Es foll die Hoͤhe xb = X, Fig. 161, ans 
gegeben werben, von welcher ein Körper in berfelben Zeit her⸗ 
abfällt, in welcher er auf ber geneigten Ebene von a bis b 
gelangt. 

Yufldfung. Für ab = S ift, nach Aufgabe 1., 

S = gesinf, alt= 7; 7 
and für ben freien Fall durch einen Raum = X iſt X=gt, 
und daher, wenn man für t den fo eben gefundenen Werth 
ſetzt, 
8 8 
Kal) "md 
und es ift ſonach Xsin? = S oder S = Xcosa 
folglich findet die Proportion ftatt 
X:S = 1:cose 
alfo (bx): (ba) = 1:cose 
und es ift daher, wenn man ax zieht, bax ein rechtwinkliges 
Dreieck. 


Der Punkt x, von welchem det Körper durch freien Fall 
in derfelben Zeit bis b gelangt, in welcher er in ber gend: 
ten Ebene von a bis b herabfält, wirb affo gefunden, wenn 

. J 


Wird biefi 
fo erhält 





und es ift hiernach 
- h(Q+P) 
= Vom Pan] 

Aufgabe 7. Man foll die Bedingungen auffinben, un 
ter welchen ber Körper P durch dad Gewicht in der möglicht 
kuͤtzeſten Zeit auf einer geneigten Ebene zu ber Höhe ah 
gehoben wird, 

Auflöfung. Da, nad) Aufgabe 6., 

b(Q+P) 
= Vader, 
fo erhält t den möglichft Heinften Werth für den Zall, wem 
der Nenner Qsind — Psin?? möglich groß wird. Geht 
man biefen möglichft größten Werth = M, fo ift 
„rn in?? -M 
und hieraus folg 


what 


und weil ı 


bie gefucht 
Aufg 
Abſciſſe m 
Krper ber 
reicht, und wie yıup wie werywuwigien uro auipro u vum 
Punkt 5 ifl. 
Aufldfung. Es if, wie in der vorigen Aufgabe, 
mB:mx == 1:c087 


alſo ct:x == 1:c0sy, und baher t = mon 
die Zeit, in welcher ber Körper den Punkt 8 feiner Bahn em 
zeicht. 
Nun ift die Geſchwindigkeit in 4 nach ber Richtung As 


gt u am 
CcosY_ Ccosr 


und bie Geſchwindigkeit in ber Richtung ba == c 
Die gefuchte Geſchwindigteit v iſt alfo Die Diagonafe bed Kir 
barch beſtimmten Parallelogramms, Fig. 163a., und es if 
Lo! 
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Lo = Lbfs = 90° 7, alfo cosp = siny. Hiernach ers 
hält man 
vo we+ 0 2wocosp 


3 o » 
= ( 2x ) +0‘—2- 28x -csiny 











c?cos?y cosY 
_ Ag? Are cos?y — Acgxsinycosy 

” ce? cos?y. 

48%? + c! cos? — 2c’gx sin2y 

= c’cos?y — 

und es ift daher bie gefuchte Geſchwindigkeit 
vo V(äg’x? +ctcos’y — 2c’gxsin?y) 

ccosyY 

Aufgabe A. Aus ber gegebenen anfänglichen Geſchwin⸗ 
digfeit = c und dem Richtungswinkel kmn = y, Fig. 163, 
foll die Wurfmweitemk gefunden werden; es foll alfo der Punkt 
k Beflimmt werben, in welchem ber gemworfene Körper die Ho⸗ 
rigontale des Punktes m trifft. 

Aufldfung. Für die Abfciffe mk = x, iſt die Ordinate 
y=0; ſetzt man alfo in der Gleichung der Bahn, Aufgabe 2., 
die Ordinate y = 0, und fucht hieraus den Werth von x, fo 
giebt diefer die gefuchte Wurfweite. Es ift alfo 

0=- c’xsin2y — 2gx? 
c?(1 + cos27) 
alſo 2gx = c’sin?y 
* 
und daher x = -; 27 
die geſuchte Wurfweite. 

Zuſatz. Iſt fuͤr dieſelbe anfängliche Geſchwindigkeit ber 
Kichtungsmwintel= Y und die entfprechende Wurfiveite = w“, 
fo wird 





2 [) 
u © sin2p 
“ 2 


6 
Da nun, wenn für ben Richtungdwinfel y bie Wurfweite mit 
w’ bezeichnet wird, 
‚ _ e*sin?2y 
Tg 
IL. 38 


Sir g 
und daher 


Zwei verfch 
geben alfo 
Aufg 
werben, we 
wo, bie ü 
Luflöfang. Der Ausdruck w = —* erhält den 


aten Werth, wenn sin2y am größten wird, wenn alle 

an = 1 ift, und fonach 2y == 90°, folglich 7 == 45", 
Die möglichft größte Wurfmweite erhält man alfo für einen 
- Richtungswinkel von 45°. 

Zuſatz. Fuͤr 27=30° iſt sin2y = sin30° = }, fr 
Uch ift die Wurfweite für einen Richtungswinkel von 15°, und 
alfo auch für einen ſolchen von 75° der Hälfte der größten 
Wurfmeite gleich. 


Lufgsbe 6. Es ift der Punkt 4, Fig. 163, gegeben, | 


man Fennt. alfo bie Abfeiffe mx = a und bie bazı gehörige 
Drbinate zB = b; es foll der Richtungswinkel 7 gefunden 
werben, unter welchem der Wurf erfolgen muß, wenn bie Bahn 
durch den Punkt 4 gehen foll. . 
Aufloſung. Wird x S a und y=b in be Ger 
chung der Bahn, Aufgabe 2., geſetzt, alſo in der Gleichung 
vxoeiuꝰ/ —2grt 
(1 + c0s2y) 
c’asin2y — 2ga? 
fo wird bo e?(1 +cos2y) 
und baher c’b +c?bcos2y = c’asin2y — 2ga* 
a 
hiernach ift 60027 — Bein2y = neh 


und daher, wenn won 5 ty= einy ſetzt, 


cosy 
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> = Lbfs = 90° 7, alfo cosp = siny, Hiernach ers 
£ man 
vo wte!—2wecosp 


= (Ze) +.—2. Zpx -c5iny 
ccosY, Ccos7 
4g?x? FR 4gxsiny 


alſo v? = 77 c? 
c"cos”’y cos/ 
AaAsgꝰx ccos?y — Acgrsin;cosy 
— c?cos?y. 
_ ip’? + c cos? — Zc’gr sin2y 
c’cos?y — 
B eö iſt daher die geſuchte Geſchwindigkeit 
V(4g?x? + cos? — 2c’gx sin?2y) 
ccosy 
Aufgabe A. Aus ber gegebenen anfänglichen Geſchwin⸗ 
keit = c und dem Richtungdminfel kmn = 7, Fig. 165, 
L die Wurfmweitemk gefunden werden; es foll alfo der Punkt 
Befiimmt werden, in welchem der geroorfene Körper die Ho⸗ 
sntale des Punktes m trifft. 
Aufldfung. Für die Abfciffe mk = x, iſt bie Orbinate 
= 0; feßt man alfo in der Gleichung der Bahn, Aufgabe 2., 
Ordinate y = 0, und fucht hieraus ben Werth von x, fo 
Bt diefer die gefuchte Wurfweite. Es ift alfo. 
„. ’xsin2y — 2gx? 
c?(1 + cos27) 
alfo 2gx = c’sin?y 
e’sin2y 
** 





va 


und daher x = — 


geſuchte Wurfweite. 

Zuſatz. Iſt fuͤr dieſelbe anfängliche Gefchwinbigfeit der 
chtungswinkel Zꝙ und die entfprechende Wurfweite = w“, 
wird 

1. 
wu eo 


6 
a nun, wenn für ben Richtungswinfely bie Wurfweite mit 
" bezeichnet wird, 
‚ _ Fsin?y 
II. 38 


686 :' 

fo dag ma 
Mbfciffenlin 
unb bie O 
und b bie 


- cosayy 
Fi ERS —** 
woraus folgt ? = Indy ya) 
Geht man mm bier einmal x = @, 7 = A und elöbem 


auch x a und y«ı b, fo erhält man zwei verfchiedene 
Werthe fire, bie einander gleich geſetzt, bie Gleichung geben f 


. 2ga! 
asin2y— Fa -+c082;) u asin2y—b(1 + e0s37) 


und es ift fonach 

aa?’sin2y—ba’(1 +c0527) = aa’sin2y — a? (1 -+c0os2y) 
und a@(a—a)sin27—(ba’— fa?) cos2y = ba’—pa! 

und daher auch 





BER -in2y — c0n2y 21 

aa(a—a) cos 
Setzt man nun ET "deut Zu Any. 
fo wird Am ein 2y — 00027 =1 


alfo sin 2ycosy— cos2ysiny = siny 
und sin(2y—y) = siny “ 
daher y—y=y,aoy=y 
MEN aa(a—a) 
folglich ift coty = na aa * 
Hierdurch iſt der Winkel y beſtimmt, und es laͤßt ſich nn 
der Werth von c durch bie Gleichung finden 
- 2ga? 
e asin2y—b(1-+cos2y) 
Aufgabe 9. Ein Körper wird in horizontaler Richtung 
mit ber Geſchwindigkeit c geworfen; es foll bie Entfernung 
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angegeben werden, in welcher berfelbe eine beſtimmte Abwei— 
chung = b von dem Horizonte haben wird. 
Aufldfung. Setzt man in der Gleichung ber Bahn 
_ e’xsin2y—2gx? 
y- e?(1 + c0827) 
y=-—b, weil die Abweichung negativ ift, und y= 0, fo 
wird, da sin0? = O und cos0? = 1, 
= _ gx 


und daher 2? = be ‚ifox= V, 


Aufgabe 10. Es foll die Gefchwindigkeit angegeben 
werben, mit welcher ein unter bem Richtungswinkel y gemors 
fener Körper den Horizont treffen wird. 

Auflöfung. Die Gleichung für die Geſchwindigkeit v 
it, nach Aufgabe 3., 

_ 4 x?-+ c' cos y—2e gxsin2y 
c?cos?y 


und die Wurfiveite x = u nach Aufgabe 4. 
Setzt mun diefen Werth für x, fo wird 


’v?cos’y Ag? c — — cos?/- 20 —E 


v® 





in2y 2 sin2y 


== c'sin?2y +c'cos?y — c!sin?2y- 
Es ift alfo 
e’r?cos?y ="c*cos”y 
und daher v= c 

Der geworfene Körper erreicht alfo ben Horizont mit berfels 
ben Sefchwindigkeit, mit welcher er anfänglich geworfen wird. 

Aufgabe 11. Es foll die Gefchwindigkeit angegeben 
werben, welche ber geworfene Körper in dem böchften Punkte 
feiner Bahn haben wird. 


Aufldöfung. Da bie Wurfweite = c * ‚ fo erreicht 
e’sin2y . 


ber Körper den böchften Punkt feiner Bahn für x= * 


und ſetzt man dieſen Werth in der Gleichung fuͤr die Geſchwin⸗ 
digkeit, Aufgabe 3., 








& 
fo wird 
@v?cos’y 


\ alfo < 


Für ben h 
iſt für dieſ 


x 


Aufg 
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tungswinkel = 7 beflimmt werben, damit ber geworfene Koͤr⸗ 
per in einer gegebenen Entfernung eine beflimmte Richtung 


= 1» erhalte. 
Auflöfung. Nach Aufgabe 12. ift 
sin’y — c* cos?’y 


Ag?x? + c!cos?y — 2c’gxsin2y 

unb es ift fonach 

4er’ sin?y = c!cos?y — c* sin?y cos ?y + 2c’gx sin?y sin?y 
= c!cos?ycos’y-+ 2c’gxsin?ysin2y 

1 + cos2y 


und ba cos?y == 5 


‚fo wird 


sg’s’sin?y = c!cos"y (7) + 2c’gzsin?ysin2y 


und Sg’r’sin?y — c'cos’ıy = c’cos?ıycos?2y 
+ Ac’gısin?ıysin2y 
und baber ift nun 


8g'«"sin"y — e"cos"y WC Y cos 2ytAgsig’yp- ein2y 








c? cos ?y 
und, wenn. — yo ‚sv geſetzt wird, 
.: X tg? u sin 27 





089: 
folglich oo. 
(Er Sex? 18 v— ©) cong = cos 25 cos ꝙ + sin 2y sing 
cos (25 —- ꝙ) 
wodurch der geſuchte Richtungewinkel y beſtinmt iſt. 


fene sd 
ſtimmt werden. 

Aufloͤſung. Setzt man den Winkel, welchen dieht 
tung ded Körpers mit der Vertikalen bildet, alſo den Zirk 
welchen v mit w macht, Fig. 165a., = w, fo ift 

vie =sing:sinw 
und es iſt sing = cosy 


folglich ift sinw = u 


alfo, wenn für v ber Werth aus Aufgabe 3. geſetzt mit, 
siny = ?cos?; 
77 [ErZy + ctcos?; — 2c’gx sin 








] 








Zuſatz. Fürx=0 fowohl, als auch für s= 





ches die ganze Murfweite ift, wird v = c, und eg hie 
für beide Zälle 
sinw = cos; 
und daher v = Wr 
Für den Köchften Punkt ver Bahn wird v ccos/ 
iſt für diefen Punkt 








J ccos; cco⸗ 
mu= —— = 
’ v ccosz 
und baber u = 90°. j 
Aufgabe 13. Es fol der erforderliche anfängliheh> 
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infel = y beflimmt werben, damit der geworfene Koͤr⸗ 

einer gegebenen Entfernung eine beflimmte Richtung 

rhalte. 

ufloͤſung. Nach Aufgabe 12. iſt 

A c' cos?y — 

sin Ag?axꝰ ccosꝰy — 2c’gxsin?y 

iſt ſonach 

n?y = c!cos’y— c'sin’wcos?y + 2c’gxsin’ysin?y 
= c!cos”ycos’r+ 2c’gısin?’ysin2y 

cos?’y = 1+ 00827 ey ‚, fo wird 


in”y = c!cos (oe) + 2c’gzsin”ysin2y 
id 8g’r’sin?y — ctcos’y = c*’cos’wcos?y 
+ Ac’gısin’wsin2y 

her iſt nun 
x’ sin? — ct cos’ 
— — 
enn — v=tgp geſetzt wid, 

5, x? 


= cos2y+Agxig’y- sin?z 


—? sin 2 
cp 14 








tg? v—c’ = 60527 + 


ec” tg’y — 2) cp = cos2ycos@p + siu 2ysinp 


= co8 (27,—$) 
h der gefuchte Richtungswinkel y beſtimmt iſt. 


ber Dberfl 
änberlichkei 
geltende E 
folgenden 
Aufg 
Traft der € 
+ Gefchwinbi 
nachdem e 
Aufl 
welchem a 
=H,be 
Raum = 
der Erbe : 
punkt ber 
bie Schwerrragt = 8, ſoiguch wird, nach Dem open angegene 
nen Gefeg, die Schwerkraft = X in bem Abſtande =H—5 
durch die Proportion gefunden: 
g:X= (H— Sp R® 


do X = En 
Zolglich iſt in des Formel II. g. 94. 
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ve af · as + Conet 
eR? 
= = nosy und e8 iſt Ins 


v? = 4gR° —J—— H- Ua + Comet 


Wird nun hier H-S = z —* alſo dS = —d, fo ers 
hält man 


"= iR + Const 
1 
und weit [= = fa-2dz = Z zu _., fo wirb 


1 
"= en + Const = ER + Const. 


Dann fr S= 0 auch v = 0 fein foll, fo ift 
3 3 
0 ENT + Const, alfo Const = — ägR 


. H 
und daher endlich , 
_ 4gR? AgR _ a 
“nom ie (as; 5) 
wodurch bie Gefchwindigkeit ded Körpers in jedem Punkte 
feiner Bahn beftimmt if. 


Zufag. Set man S=H-—R, fo giebt die Formel 
die Gefchwindigkeit, mit welcher der Körper bie Oberfläche 


der Erde erreicht. Diefe Gefchwindigfeit iſt beftimmt durch 
bie Formel 
) 





HA 
"Aufgabe 2. Es foll die Höhe R gefunden werben, 
von welcher ein Körper herabfallen muß, wenn er, bei Erreis 


chung ber Oberfläche der Erbe, eine Gefchwindigfeit = v has 
ben foll. 


Aufldfung. Aus der Gleichung v? = ——— 
folgt 


R 


Hm ägR — v° 





an ber Dierfläche der Erde durch feinen Sal erlangen ta 

Wufgabe 3, Es ſoll die Zeit t angegeben werden, ia 
welcher ein Körper, ber In einem Abſtand = H von bem dem Bit 
apa det Erbe ih befindet, einen ‚Raum = 5 barhln 


ſen wir 
Buftsfung- Nach g. 94, Budung l. iR. 


3, a 
und da In Mufgabe 1. gefunden iſt w* — 
ae any ax Vie) 


fo wid 
a=-y4vH Exsv(tz u-5) 


urtd dober m den ESS) + Cont 
Orts man hier Vz res, 


1* * 
uf as = ar 
folglich it = zuve Km Ben 
u -avE —— za 


Es if Se —* Meier —8 Integraltaſeln, Seite 49. 
für X 
x’dx 
, — * 
x dx 
tr 
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amd nach Seite 47. it 


J — * Arctgx 
folglich wirb 


H,_,H x j 
H,,H x 


Wird je wieder für x ber Werth = Vs und alfo 





Ir’ = F H geſetzt, ſo erhaͤlt man ee = ve 
und ed * ſonach 


H H-S 
t= uvex x|EV ST) -Aretg V(5))-Const. 
Nun if, wenn man S = 0 feßt, auch t = 0, alfo wirb bie 
Conſtante durch die Gleichung beitimmt 
0= —* X — Arctg o + Const 
und weil Arctgo = Im, fo af 


Const = ve X an. 
Die veritänbige chung für die et wird hiernach 


vs(H—S | 
t= 55 Vx [FT - Arc eV (t- >)+4r] 
Zufat, Seht man in biefer Gleichung H—S = R, 
fo wird die Zeit gefunden, in welcher ber von einer Höhe über 
der Oberfläche der Erde = S fallende Körper die Erdobers 
fläche erreicht. 


$. 96. 
Die Bewegung eines Körpers in einem mwiderfiebenden 
Mittel. 

Soll ein Körper in einer Fluͤſſigkeit ſich bewegen, fo muß 
er diefe fortwährend aus ihrer Stelle verdrängen; die Fläffigs 
keit leiftet hierbei einen Widerftand, und bildet fo eine hem⸗ 
mende Kraft, wodurch bie bewegende Kraft bed Körpers, und 
fomit die Geſchwindigkeit beffelben vermindert wird. Die Ers 


J 


896, 

. fabrumg leh 
derſtand, ı 
ensgegenfet 
portionirt | 
fo kann m 


two der Eoefficient A von ben verſchiedenen Umſtaͤnden abängt, 


unter welchen "die Bemegimg erfolgt. Zu dieſen Umſtaͤnden 
gehören 1) bie Zorm bes bewegten Körpers FB 
jenigen Fläche deſſelben, durch welche bei. ber 
.  wiberftehende Fluͤſſigkeit aus ihrem Orte verbränge wird; und 

3) das Verhältniß des eigenthämfichen Gewichts ber bene 
ten Maffe zu dem eigenthümlichen Gericht der Flaſſigkeit, in 
welcher die Bewegung ftattfindet. 

- Wird das eigenthämliche Gewicht des Körpers in Ber 
haltniß zu dem eigenthuͤmlichen Gericht. ber wiberfichenden 
Fluͤſſigkeit = n gefegt, fo daß hiernach, Sei gleichem Volumen, ' 
wenn das Gewicht der Flüffigfeit = 1 if, das des bewegten 
Korpers = n wird, und iſt ber bewegte Körper eine Kugel, 
ſo findet man nach ben Gefeßen ber Hydroſtatik, für den Durch» | 
meſſer ber Kugel = D, den Coefficient 

N D’z 


und fonach ift für biefen Fall der Widerftand 
w= D’r 
Fign/" 
Die bewegte Maſſe = M ift hier der Kubikinhalt der Kugel, 
und ed ift ſonach M = Te, folglich wird die widerſtehende 
Kraft = 
w D’rz 6 3v? vw 
Mm” ("x Dir To Dgu - T Den 
Segt man ſonach den für die Bewegung einer Rage conflans 
ten Nenner “Dgn = m?, fo wird 
w vw 
Mm 
bie widerſtehende Kraft. 
Da nun aber bei der Bewegung: eines jeden andern Kir 
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ach Seite 47. iſt 
rd _ Arct 
frz = Arciex 
h wird 
H.H x 
— * zn + HAretgx |+ Const 
H 


ze ve x Fr — Arcig j + Const. | 
bier wieder für x ber Werth = V, und alfo 


8 H—S 
3 m F MH heſetzt, ſo erhaͤlt man —— 13 -ıV (7) 
ꝛs ei fonach 
H,,H.[S H-S H—S 
4 = x [EV > )-Arc tg V(57)]-Coner. 
if, wenn man S = 0 feßt, auch t == 0, alfo wird bie 
ante durch die Gleichung beilimmt 


0, —* x — Aretę © + Const 
weil Arctgo = In, fo ifl 
Const = HyH, 1 
ons >R ri a7. 
einige Gleichung für die Zeit wird hiernach 


KR Verl -AreV (5) HR} 


3ufaß. Seht man in dieſer Gleichung H—S = R, 
rd bie Zeit gefunden, in welcher ber von einer Höhe über 
Iberfläche der Erbe = S fallende Körper bie Erbobers 
: erreicht. 








$. 96. 
Bewegung eines Körpers in einem widerfiebenden 
Mittel. 
Soll ein Körper in einer Fluͤſſigkeit fich bewegen, fo muß 
fe fortwährend aus ihter Stelle verdrängen; die Fluͤſſig⸗ 
eiftet hierbei einen Widerſtand, und bildet fo eine hem⸗ 
e Kraft, woburch die bewegende Kraft ded Körpers, und 
die Geſchwindigkeit beffelben vermindert wird. Die Ers 


% 


3Zu 


Dan ta 


arel von 


fnben. 


»  Murganes. Es jou unter ven Gedingungen Der Yufgabe 1. 
„ ber Raum == S gefunden werben, welchen ber Kärpef In ba \ 
* Beit t agrädegt. 

Aufloſung. Setzt iman $. 9. In ber @teichung J. 


an vdt 
ck? 
ben "obigen Werth für vo are’ fo wird 
—X edt 


as ⸗ Fcci re t 
. 


oder wenn man einfhweilen ® =a fegt, 


as 
und daher S= ff a) + Const 





F ei 
und da en = Tlognat(t +1) 
fits- Zlognat(1 +at) + Const. 

Nun muß für t= 0 auch S= O werden; es iſt aber ald 

dann auch log(1+at) = logi = 0, folglich ift Const =, 

und fonach 
s = Zlognat(1-+at) 
naͤmlich es iſt, wenn man für a ben’ Werth wieder fett, 


s= 
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Ki 24 2gct 
S- 2 logunt (* x 
Da nun, nad) Aufgabe 1., 
K’+2ged. c 
BOT 








fo erhält man enblich 
k? c 
8* Flognat 
die Formel, durch welche der zuröchgelegte Kaum fich berech⸗ 
‚sen läßt. 


Zufaß. Aus ber Gleichung 
k? c 
s= 2, ognatz 
folgt 2 lognat — u 


unb baher ift , wenn man F Grumdzeht der nafärlichen Lo⸗ 
garithmen == ſetzt, 


285 _23 
dlpc=v- .e und v ⸗ ce I 
Durch dieſe Formeln kann jede ber drei Groͤßen c, v und 8 
gefunden werden, wenn bie beiden übrigen gegeben find. 
Auch laffen fich, durch Verbindung biefer Formeln mit ber 
in ber vorigen Aufgabe gefundenen, directe Kormeln für die 
Abhängigkeit der Größen t, v und S von einander ableiten, 
fo wie durch die gefundene Gleichung 
3 242 
sS- sr lognat (38) 
die Ubhängigkeit der Größen S, c und t von einanber geges 
ben iſt. 


Beifpiel. Das Blei hat ein eigenthämliched Gewicht 
== 11,35, und das der atmofphärifchen Luft kann = 0,0013 


angenommen werden, folglich ift das eigentbämlihe 
wicht von Blei in Verhältnig zu dem ber Luft = 60013 


== 8731, welches alfo ber Werth von m ifl. > nun anges 
IL 9 


finden. 


Aufgabe2. Es ſe 
der Raum = S gefunt 
\ Beit t zuruͤcklegt. 


Uufloͤſung. Se— 


ben obigen Werth für 
ds ⸗ x 

: 
ober wenn man einſtwe 
d 


und daber S 


und ba N (7 


ffS=- 


600. 


nommen 


g= 8 
in bei £ 
1 


Nimmt 
0,65 Ze 
der Wat 
Iſt 
wird 


Da nun 


fo iſt für eine anfängliche Geſchwindigkeit vom 1000 Zug ir 
felbe nach einer Secunde, wenn nur der Miderftand der du 
beruͤckſichtigt, alled andere aber außer Acht gelaffn wird, 
bei einer Bleikugel von 0,65 Zoll Durchmeiler 
2.15,625-1000° 
vn 1000 3571742.15,025-1000 
und bei einer Kugel von 3 Zoll Durchmeifer ift 


2.15,625:10000  _ in 
OO Ton MO-T 
Ferner ift 


lognat1000 = 6,90775528 lognat 1000 = 6, 
lognat 558 = 6,32435596 lognat 853 = 6,7 
0,553390632 0,158 





= 100-412 = 53 



















alfo iſt lognat© = lognate— loguatr 


für D= 0,65 Zoll; = 0,5834 und für D=3 Joll;=1,1% 
Nach Aufgabe 2. ift aber 
8 = Kiognat® 
2 > v 
folglich ift für eine Kugel von 0,65 Zoll Durchmeffer dirk 
der erſten Secunde zuruͤckgelegte Raum 


39411 Pr = 
= 2.13,625 X 0,5834 = 756 
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Aus diefer Gleichung folgt on 
(ku +v)(ku—ec) 

x == lognat en] 

und baher, für bie Grundzahl der natürlichen Logarithinen =e, 








us (ee) (E —c 
€ 
ku—v ur) 
Ag 
tt, 
folglich ift ( e ku—y | 


und man findet hieraus burch Nebuction die gefuchte Ge 
ſchwindigkeit . 


Agut 
4 — 
6 "Ne *41 


ku—c 


v= ku 





Zufag. Von dem in ben Klammern eingefchloffenen Yuss 
drucke ift der Zähler Pleiner ald der Nenner, ber Werth deſſel⸗ 


ben ift alfo < 1, und eben fo ift auh a = a <4, 
folglich in allen Fällen v<k. 


Aufgabe 4. Es foll unter den, Aufgabe 3., angegebe 
nen Bedingungen der Raum beflimmt werden, welchen ein 
Körper in der Zeit t zuruͤcklegt. 


Aufldfung Nach g. 94. Formel LIT. ift 
vdv ⸗ —* 


2 
und hier — _ 


folglich wird 





——— A— 
und man findet hieraus 


dB, 2vd | 


602 


wofür u 








und es ift daher . 
28 vdr 
pi .o-.n Tu | 
folgt #E.5 = Sr + Const 
\ = —*8 —8 +Const " 
und weil für S= 0 fein foll v = c, fo ift 
Const = loghat (k’u?+c?) 
und ies = lognat (ku? +0) —log(k’ur+ 7°) 
und es ift baher ber gefuchte Raum ' 
k Ku c 
Sn lo (et) | 
Bufag. Um ben Raum zu finden, welchen ber Kin 
cheham mit da eälagläen Beieiiit = © in des 
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der Schwere entgegengeſetzten Richtung durchlaufen wird, braucht 


man in der gefundenen Formel nur v. — 0 zu rum. De 
gefuchte Raum iſt daher ’ 
k? Ku?+c 
S = 2 losnat (Fr, Ka =) 
Da nun ganz allgemein if 





k? 
= Beau! +5 =) 


x? y° " 
log .nat(1 +,)= te 


fo ift auch 


r e? c* 0° 
>= Er ; te] 
ı fe? c* x 
=; (3- at vo] 
Iſt nun ce bedeutend geringer ald k an Werth, fo erhält man 
für den ganzen durchlaufenen Raum den Näherungdwerth 
. 4 ce? 
ig w 
und derſelbe wirb, wenn man u = 1 annimmt, 
sl 
* 
welches, nach $.90. Aufgabe 3., der Raum iſt für einen ſtei⸗ 


genden Körper, wenn hierbei der Widerftand der Luft nicht 
berücfichtigt wird. 


97. 

Aufgabe 
Auf den Schwerpunkt eined Körpers, deſſen Maffe = M 
ift, wirken fortwährend zwei Kräfte P und Q, deren Richtuns 
gen in jedem Punkte der Bahn aS, Fig. 164, des bewegten 
Körperd den normal auf einander ftehenden Coordinaten ap 
und aq parallel find; es follen die ©leichungen für die Bes 

wegung biefed Körperd gefunden werden. 

| Auflöfung. Der Körper, deffen Bewegung von a aus 
beginnt, befinde fich in Folge der Einwirkung der beiden Kräfte 
P und Q nad) der Zeit t in y, der in diefer Zeit zuruͤckge⸗ 
legte Weg ay fei = S, und die Geichwindigkeit in y= v. 
Die den Richtungen ber beiden Kräfte parallelen Coordinaten 
bed Punktes y der Bahn follen ax = x und ıy = y fein, 


: 606 


und 
Glei 


die 
au 


unt 


Aufgabe 6. Man foll unter den Bedingungen: 
gabe 5. den Raum S befiimmen, ben der Körper in x 
t zuruͤcklegt. 

Aufloͤſung. Die Formel II. $.94. giebt hier ir 
ähnlichen Art, wie bei Aufgabe 4., 

22 + y? 
vvw= 65) 2g-dS 


und es ift daher 


RL vdv 
ds ⸗ Be+vi 
4 38 Ardv J 
folglich es =— Ba + Cost 


= —log(k?u? +?) + Const 

und weil für S = 0 fein fol v= c, fo ift 

Const = lognat(k?u? +.c?) 
und Re S = lognat(k’ı? + c?) —log(k’ıu?+ 

und es ift daher ber gefuchte Raum 
_k Kurt 

S= zzlognat (a) 
Zufag. Um den Raum zu finden, melden ber 
überhaupt mit der anfänglichen Geſchwindigkeit = c i 


Da die Gefchwindigfeit in der Richtung ap am End 

Zeit t = v’ fein foll, und in diefer Richtung mährent 

Seit dt der Raum xx‘ = dx zuruͤckgelegt wird, fo if 
dx = v/dt, und chen fo dy = v’dt 
hieraus folgt v = “ und v/= er 

und es ift daher, wenn man x und y ald Functionen x 


annimmt, und daher dt als conftant, 
2x j d’y 


Nach $. 94. No. II. ift aber 


> 
at -2gdt und dy“ = 


M 
folglich ift auch 
dx _P 
aM 
und hieraus folgt 
u ER u Pr 20 
" A» M [CT 
Da nach I. ift 


x Er _0.. 
2gdt und — — 


(dx)? + (dv)? 
(dt)? 


vꝛ 


zu — 
welchem ı 
man biert 
Verhaͤltniſ 
Aufl em regen nen en 
per befinde ſich nach der geift in y; ferner ſei gy=z und de | 
fehr Heine, Winkel bgy = 9, fo ift für bs=x und sy=y, 
gy:yx = 1:sing, alfo ziy = 1:sing, 
alfo y = zsing, und eben fo it R+th—x = zcosg. 
Weil aber gb nur fehr wenig von ga verfchieden fein foll, und 
daher p ein fehr Meiner Bogen ift, fo fann sinp = p und 
cosp = 1 gefegt werden, es ift ſonach 
yeymnRtb—ıerz 
In ) wirft auf den Körper eine Kraft, welche feiner Maſſe 
M gleich ift, in ber Richtung yg; wird diefe in zwei Seiten: 
kraͤſte P und Q zerlegt, won welchen die erſte parallel bg und 
die andere parallel nb ift, fo findet man 
. P= Mcosp = M und Q = Meinp = Mg. | 
Zn dem Punkte y wirkt alfo auf den Körper parallel bn 
die Kraft Q = MY nach der negativen Richtung yx, und 
man muß daher in der Gleichung II. $. 97. 
d’y = 39 \ 
a“ M | 
fegen Q= —Mp. Hierdurch wird \ 
d 2gM: 
w-- Fr 2. 





- 
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Aufldfung. Es iſt nach ber oben gefundenen Formel 
für den Radius ded Aequatord = R und ab = h, 


(R+bp = fs 
( — Kr) 


und wenn bier Zähler und Nenner bed zu integrirenden Aus: 
3 2 
drucks mit (1 + Er multiplicirt Din, fo ift alsdann 








der Nenner (1 =R ) 1, weil R = n = geach⸗ 


tet werden kann. Hiernach wird 
— An 
(R-+h)p = sau 1 + Kl 


— 2g1⸗ | 

orarl 1 + RE 

weil auch hier das dritte Glied = O0 geſetzt werden kann. 
Hieraus folgt nun 


(R+bp = tr]. 


Trifft der Körper den Aequator in d, fo ift der von bemfels 
ben mittelft der Schwere durchlaufene Raum =ab=h=gi”, , 


und baher 1? = n- Setzt man biefen Barth, fo wirb 
— * 


— — Ari — 
—— 


der von dem Koͤrper durchlaufene Bogen. 


Bird ‚die Geſchwindigkeit des Punktes a = y gefegt, 
fo. ift 


« 


e:y=(eb):(g) = R+h:R 
— 034% 
. und daher KH TR 
folglich. iſt bie Länge des Bogend 
—— 2+L. ıvE 
IL. i 40 9— 
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und 
Diefen 5 


Der Um 
in dem 
während 
& if al 


und b 


und hie 


und biel 


An 
bie jolg 

aı 
ade beı 
um ibr 
in Sötl 
tom P 
Punft, 
Verbaͤlt 
ben wi 


’ 
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bie Gefeße, nad) welchen ein Körper in einem Kreidbogen 


. fällt, fo erhält man hierdurch die Eigenfchaften des einfachen 


Pendels, und wird die Bahn, in welcher ein Körper herabs 
fallen muß, ald eine Cykloide angenommen, fo findet man 
die Eigenſchaft diefer Curve, daß alle Bogen berfelben in gleis 
cher Zeit durchlaufen werden, und man findet zugleich, dag 
fie die Curve des fchnellften Kalles ift, fo daß, wenn ein Körs 
per 3. B. von a nach b, Fig. 166, herabfullen foll, er den 
Punkt b in der imöglichft fürzeften Zeit erreicht, wenn die 
Bahn ayb eine Cykloide iſt. 


Dierter Abſchnitt. 


Einiges von dem Stoße der Körper. 


9. 99. 
Von dem Stofe der Körper im Allgeneinen. 


Zuwei Koͤrper ſtoßen einander, wenn ſie waͤhrend der Bewe⸗ 
gung zuſammentreffen, ſei es, daß nur einer der beiden Koͤr⸗ 
per ſich bewegt, waͤhrend der andere ruht, oder daß beide ſich 
bewegen. Wenn beide Koͤrper ſich bewegen, ſo kann ein ſol⸗ 
ches Zuſammentreffen nur ſtattfinden, wenn beide dieſelbe Bahn 
durchlaufen, oder wenn die Bahnen ſich ſchneiden. In dem 
erſten Falle ſtoßen beide Koͤrper zuſammen, wenn beide die 
Bahn in entgegengeſetzten Richtungen durchlaufen, oder wenn 


- fie die Bahn zwar in derſelben Richtung zuruͤcklegen, der nach⸗ 


folgende Körper aher eine größere Geſchwindigkeit hat. Iſt 
jedoch die Bahn eine geſchloſſene, wie 3. B. ein Kreis, fo 
möffen die Körper bei ihrer Bewegung immer zufammentrefs 
fen, wenn fie verfchiedene Gefchwindigkeiten haben. 

Die Wirkung des Stoßes bei dem Zuſammentreffen zweier 
Körper iſt Yon der Eigenthuͤmlichkeit derſelben abhängig, und 
won unterfcheidet daher hierbei die Körper in elaflifche und in 
ſoiche, die nicht elaftifch find. Ein Körper wird elaftifch ges 


uarint ‚ wenn er ber Einwirkung eines Drudes nachgiebt, fo 
40* 
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daß er hierdurch feine Form aͤndert, aber, fobalb ber Drad 
nachlägt, mit einer dem erlittenen Drucke gleichen Kraft feine 
vorige Form wieder anzunehmen firebt. Behält ein Körper 
aber die durch einen Druck veränderte Form auch noch, nad 
dem ber Druc aufgehört hat, ohne ein Beſtreben zu dußem, 
die frühere Form wieder anzunehmen, fo ift er unelaftifh. 
Ein Körper wird weich genannt, wenn bie geringfte Kraft hin 
reicht, um feine Form zu aͤndern, und er ift um fo härter, 
eine je größere Kraft erforberlich ift, um eine Aenderung fer 
ner Form bervorzubringen. Ein abfolut harter Körper würde 
derjenige fein, ber überhaupt feine Form nicht ändert, wie 
groß die Kraft auch fein mag, bie auf ihn einwirkt. Es giebt 
aber in der Natur feinen volllommen harten Körper, eben ſo 
giebt es auch Feinen volllommen elaftifchen Körper; das Be 
ftreben, die vorige Form wieder anzunehmen, ift immer gerin 
ger ald die Kraft, durch welche bie Form geändert worden ifl. 

Wenn zwei Körper zufammenftoßen, fo berühren fte fi) 
in- einer Ebene. Steht nun die Rinie, melche die Schmwerpuntte 
beider Körper verbindet, normal auf dieſer Ebene, fo ift der 
Stoß central. Der centrale Stoß ift gerade, wenn zugleich 
die Linie, welche die Schwerpunkte verbindet, mit ber Bahn 
ber Körper zufammenfällt; ift diejed nicht ber Fall, fo nennt 
man den Stoß fchief. Der Stoß ift ercentrifch, wenn bie 
£inie, welche die Schmerpunfte der beiden zufammenftoßenben 
Körper verbindet, nicht normal auf der Berührungsebene ber 
felben ift. 

Der Stoß zweier Kugeln ift immer central, wenn ber 
Stoß Feine andere Wirkung auf diefelben dußert, als daß | 
fie an der Stelle, wo beide zufammen floßen, platt brädt, 
und ed werben bei Erklärung der Geſetze des Stoßes bie be 
wegten Körper ald Kugeln angenommen, um hierdurch die Un⸗ 
terſuchung zu vereinfachen. 


— — — 


. 100. 
Aufgaben von dem Stoße unelaſtiſcher Körper. 
Aufgabe 1. Zwei Kugeln A und B bewegen fich gleich 
förmig in derfelben geraden Linie an, ig. 168, nach eine 
und berfelben Richtung. Die Maffe ber erften Kugel iſt — M, 





* 
[4 
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und ihre Gefchwinbigkeit = e’, die Maffe der zweiten Kugel 
— M’, und ihre Gefchwindigfeit = c”; es foll dad Geſetz 
für die Bewegung ihres gemeinfchaftlichen Schwerpunktes ge, 
funden werben, 

Aufldjung. Es fei zw gleicher Zeit bie Kugel A in a, 
" B in b, ihr gemeinfchaftlicher Schwerpunft in g, und der Yb» 
fand der Schwerpunfte beider Kugeln von einander fei = w, 


fo iſt, nach $. 30., 


Mi‘ 
a, = M'+ M’ + M 
Tach der Zeit t ſei A in a, B in 4 und ber gemeinfchaftliche 
Schwerpunft in y, fo ift 
ao = ct; bA = ct 
alfo aß = ab — aatbp = wW— ct + = w” 
M‘w“ 
folglich iſt ay = MM 
M“ “u 
und ay = aatay = et+ nm 
und daher gy = ay—ag. 
M’w‘ MM’ 
== tz MW MR 


und bg = — 


Es iſt alſo 
M' (ww! 
kl ren 
und ba w“ — w/ = ct— c/t, fo ifl 
= ct-+ M”ct— Mc Met+ Met 
6⸗ M+M“ = ITrFM“ 
Hiernach ift der in der Zeit t von dem gemeinfchaftlicyen 
Echwerpunft beider Körper zuruͤckgelegte Weg 
M’c’ + Mc 
Br = ( M+M” t 
Da nun hier nach der Vorausfeßung c’ und c” unveränders 
(ich find, fo wie biefed auch bei M’ und M’ der Fall ift, fo 
ift Die Bewegung ded Schwerpunktes gleichförmig, und es ifl, 
wenn bie Gefchwindigkeit beffelben = x gefegt wirb, 
= ıt 


6 
und folglich ift die Geſchwindigkeit des Schwerpunktes 


bewegt, fi 
daher 


Bewegt B 
geſetzten 8 
negativ, ii 


Aufg 
förnilg mi 
B von b 

"und nach 

Bewegung 

folgt nach dem Zuſammentreffen ihre Bewegung gemeinſchaſt⸗ 
lich; es ſoll die Geſchwindigkeit dieſer Bewegung gefunden 
werden. 

Aufloͤſung. Die Einwirkung von A und B aufeinan 
der, welche durch das Zufammenftoßen ftattfindet, erfolgt ges 
genfeitig, ‚fo daß B dem A mit berielben Kraft widerſteht, 
mit welcher A auf B einwirft, und es find hierbei Wirkung 
und Gegenwirkung im Gleichgewicht. Diefe gegenfeitige Ein 
wirkung Bann daher auf die gemeinfchaftliche Bewegung von 
A und B durchaus einen Einfluß haben. Die gemeinſchaſt⸗ 
liche Bewegung aber ift bie des gemeinfchaftlichen Schwer⸗ 
punkte beider Körper, alfo wird die Bewegung dieſes Schwer 
punktes nicht geändert, und es ift die gefuchte Geſchwindigkeit 
deffelben zugleich die gefuchte Geſchwindigkeit der gemeinfchaft 
lichen Bemegung beider Körper nach Ihrem Zufammentreffen. 
Seßt men alfo diefe gefuchte Geichwindigkeit = x, fo ik, wie 
bei Aufgabe 1., 

Mc+ M’c“ 
OWEMT 

Zufag 1. So einleuchtend es auch ift, daß das Zu 

ammenftoßen zweier Körper auf bie Bewegung ihres gemein: 


633 
—* 
verjögert 1 

. ‘ 
und für E 
Li 


und ed ift 
—_M 


folglich ift 


Da nun 3 
und = 


und bie al 


Iſt nun a 
digkeit = 


und hierau 


ar rm” 
Aufgabe 3. Zwei Kugeln A und B bewegen fichgleih« | 

förmig in den geraden Linien am. und bo, Fig. 169, und ed 
iſt zu gleicher Zeit A in a und B in b, und die Geſchwi⸗ 

digkeiten c' und c” beider Körper find fo, daß fie in d zw 

fammenftoßen; es foll die Geſchwindigkeit ihres gemeinfchafte 

lichen Schwerpunktes, und die Richtung, in welcher er ſich be⸗ 

wegt, angegeben werben. , 

Aufldfung. Nach der Zeit U’ feia in a und b in 4 
und bad Zufammentreffen beider Kugeln in d finde mach der 
Zeit t flatt, fo ift i 

ad = c/t; bd = c't; aa = c/l' und ba = ct! 

ba nun eitzct = ci zc“t 


fo ift auch 
ad:bd = ac:bA, 
Zieht man alfo ab und aß, fo find biefe Linien parallel, und 
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ed ift and gleichen Gründen, wenn man den Ort, welchen 
beide Kugeln zu einer andern Zeit zugleich einnehmen, burch 
eine gerade Linie verbindet, diefe ebenfalld der ab parallel. 
Iſt nun, während die Kugeln in a und b fich befinden, 
g ber gemeinfchaftliche Schwerpuntt berfelben, und man zieht 
dg, fo ift 
dg:dy = ga:ya 
und dg:dy = gb :y? 
folglih-ga:gb = yaıyp. 
Da nun, wenn die Maffe der Kugel A = M’ ımb der Kus 
get B= M”, weil g der gemeinfchaftliche Schwerpunkt fein 
poll, 
ga:gb = M”:M’ 
fo iſt auch „a:yß = M“:M 
und es iſi folglich > der gemeinfchaftliche Schwerpunkt beibes ' 
Körper, während diefelben in & und 4 find. Hieraus geht‘ 
alfo hervor, daß der gemeinfchaftliche Schwerpunft der beis 
den Körper fortwährend in der geraden Linie gd fich befindet. 
Zur 1 iſt aa me c’ die Gefchwindigfeit von A, und 
b9=c“ die von B, und es ift alddann bie entfprechende Ge⸗ 
ſchwindigkeit des gemeinſchaftlichen Schwerpunktes x = gy. 
Zuſatz. Da hiernach die Geſchwindigkeit des gemein⸗ 
ſchaftlichen Schwerpunktes beider Kugeln, ſo wie die Richtung 
ber Bewegung geometrifch gefunden iſt, fo laſſen ſich nun 
auch leicht fuͤr die Geſchwindigkeit und fuͤr die Richtung al⸗ 
gebraiſche Ausdruͤcke finden. Nimmt man t=1, alſo da=c’ 
und db = c“, fo iſt dg = x bie geſuchte Geſchwindigkeit. 
Es ift aber der Winkel adb = m gegeben, und auch das 
Berhältnig von bg: ga=M’:M”; ed kommt alfo bloß dars 
auf an, aus dem gegebenen Dreieck adb und dem Städ bg 
die Länge von dg zu berechnen, und man erhält die Richtung 
der Bewegung, wenn man auch Zbdg = p ſucht. 
Aufgabe 4. Zwei Koͤrper A und B bemegen fich gleich 
förmig in den geraden Linien am, bn, Fig. 170, und es bes 
findet fich zu gleicher Zeit A in a und B in b. Der Koͤr⸗ 
per A fchneidet nach ber Zeit t die Bahn von B in a, er legt 
alfo in der’Zeit t mit der Gefchwindigkeit c/ den Raum am 
jurüd, und B kommt in diefer Zeit von b bie A, ed wird 


66 MViercer hf 401. 
von 3 in Dh ae — — 
digkeit c*- zurädigelegt. - DR Derans Die Bancgang bet 


meinfeheftlichen Mittelpunktes 

r. Muflöfung. De au wickcher Zeit Ana mp-Binb iM, 
fo kann mon deu gemieinfchoftlichen Gchuierpuntt. fr &kı 

per für -bieferr Augenblick finden, wenn man ab zit, up 
Bife Eile in 8 fo ie, daß 
ag:gb = M’:M! ö 
wenn, wie in ben ‘vorigen Wufgaben, u die Maſſe von A 
und MM” bie vom B- bezeichnet. " 

- Da ferner gu gielher Belt A In @ und. B In #-anlangk, 
ſo findet man ben gemeinfchafstichen Schwerpunkt für dieſen 
Zeitpunkt, wenn af in y. geheilt wirb, fo dag . 

“on ay:yß = MU:M. 
Wird. num g.mit y verbußben, fo giebt biefe Linie Die ih 
tung des gemeinfchoftlichen Schwerpunftes, und es iſt gy ber 
von demfelben im ber Zeit t, in welcher: A von a nach « und 
B von b nach A kommt, zurädgelegte Weg. Theilt man 
. hiernach gy durch t, fo wird die gefuchte Geſchwindigkeit der 
Bewegung des gemeinfchaftlichen Schwerpunktes gefunden. 


$g 101. 
Gefege des Stoßes elakifcher Körper. 


Wenn zwei nicht elaftifche Körper zufammenfloßen, fo 
wird durch die Kraft bed Stoßes, wenn die Körper nicht abe 
ſolut hort find, ihre Form geändert, aber fie behalten nach 
dem Etoe die geänderte Form, weil fie unelaftifch find. Die 
ganze Wirkung des Stoßes Außert ſich nun nur noch darin, 
daß fie die Bewegung mit gleicher Gefchwindigkeit in derſelben 

- Richtung fortfegen, und alfo jet gleichfam ein zufammenhän 
gended Ganze bilden. Iſt vor dem Stoße bie Gefchwindige 
keit des Körperd A = c’, und feine Maffe = M/; die Ge— 
fchwindigfeit von B = c’, unb die Maffe deffelben = MM“, 
und bewegen beide fich nach berfelben Richtung, fo wird, 
wenn man die gemeinfchaftliche Geſchwindigkeit nach bem 
Etope = y et, nach $. 100. Aufgabe 1., 

- eM’ + em" 
M+M“ 
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Diefe Formel iſt ganz allgemein und behält auch ihre Guͤltig⸗ 
keit, wenn die Körper in entgegengefeßten Richtungen fich bes 
wegen, ober wenn der eine ruht; nur muß man in bem eis 
nen Kalle c” negativ und In dem andern Falle = O ars 
nehmen. 

Behält man die allgemeine Form bei, fo verliert A eis 
nen Xheil feiner ©efchwindigkeit durch das Zuſammenſtoßen 
mit B; und B gewinnt an Geſchwindigkeit. Wird der Vers 
Inft, welchen A an Geſchwindigkeit erleidet, = v gefegt, und 
das, was B an Geſchwindigkeit gewinnt, = w, fo iſt 

eM’+c’M“ (ed —c')M“ 


„Se pFrM/ nt MmHrM 
und w _ eM’+c"N Mt _@ — c’)M’ 
M' + M’ M' + M“ 


Eind die beiden aufeinander floßenden Körper elaftifch, fo ift 
anfangs die Wirkung des Stoßed ganz diefelbe, wie bei un. 
elaftiichen Körpern, bis durch den Stoß beide biefelbe Ge 
ſchwindigkeit erlangt haben. Jetzt kann wegen der gleichen 
Geſchwindigkeit Beine fernere Einwirkung flattfinden. Es ift 
aber durch den Stoß die Form ber Körper geändert worden, 
und ba die Körper elaftifch find, fo haben fie ein Beſtreben, 
ipre vorige Form wieder herzuftellen; die Kraft, mit wel⸗ 
cher die Herftellung der vorigen Form erfolgt, ift der gleich, 
durch welche fie geändert worden, und dieſe Kraft wirft in eis 
ner Richtung, welche der entgegengefeßt iſt, durch welche die 
Form ded Körperd geändert wurde, 

Diefed führt zu der folgenden allgemeinen Aufgabe: _ 

Aufgabe. Die elaflifchen Kugeln, deren Maſſen M’ 
und M’ find, bemegen fich in einer und bderfelben geraden 
Linie nach derfelben Richtung mit den ©efchwindigkeiten c’ 
und c”, und floßen in Folge ihrer Bewegung zufammen; es 
follen die Gefchwindigkeiten y/ und 7“, welche dieſelben nach 
erfolgtem Stoße haben, gefunden werben. 

Aufldöfung. Es fei B die vorangehende und A bie 
nachfolgende Kugel, und daher c’ > c’, weil fonft kein Zus 
fammenftoßen erfolgen Tann. Durch das Zufammenftoßen ers 
leivet A einen Derluft an Geſchwindigkeit = v, und ed wird 
bierdurch B zufammengedrädt und beftrebt ſich nach dem 


erleiden, folglich verlerf A. einen Berlaft: ao Gefcheniabigek 
nun eb Ida s 


es wird bierbeiA zuſammengedruͤckt und fucht, wegen ber Ela⸗ 
flicität, die vorige Form mit berfelben Kraft wieder anzunch⸗ 
“men, durch wplche B die Geſchwindigkeit == ww gewonnen hat. 
Die Ausdehnung erfolgt in der Berhärungöfläche, und es wirft 
A baber bei dieſer Ausdehuung in ber Richtung, nach weicher 
B fich bewegt; hierdurch muß B abermals einen Zuwachs an 
Geſchwindigkeit erhalten. Folglich gewinnt B burch bie ganze 


Wirtumg bed Gtoßed eine Gefchrindigfeit == Zw, und es if 





baher 
Ya ec! 2m. 
Nun ift nach der obigen Ableitung 
(d-)M“ ey M 
us 77 une > Ga 


folglich find die gefuchten Geſchwindigkeiten nach erfolgtem 
Stop 
_ He) M“ _ (MM) + 2" 


red W-+M” W+M” 
b - 2(e’—c")M" _ 2cM'_ c” (M’—MN 
Edi "7" — 
$. 102. 


Anwendungen 
Die fo eben für die Gefchmwindigfeiten 7° und 7 der 
elaſtiſchen Kugeln A und B nach ihrem Zufammenfloßen ge 
fundenen Kormeln gelten ganz allgemein, wenn bie Bewegun 
gen in einer unb berfelben geraden Linie fattfinden, und es 
ergeben fich hieraus die Gefege für die verſchiedenen hier mig 
lichen Faͤlle wie folgt: 


⸗ 
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1) A und B bewegen ſich im derſelben Richtung. Iſt 
mun für biefen Fall c’ == c’, fo wird 

2( — c‘)M” 
Yı c' 5 * = c 
, 2 (c/ — c) M⸗ 
und —W+Ma = cl, 
Beide Körper behalten alfo ihre Gefchwinbigfeit, da fie unter 
diefen Umftänden gar nicht zufammenftoßen. Iſt aber ce’ <c“, 
fo wird 








2. (ce _ e')M 


Zul ⸗ 
yM—⏑. 
und y’ = c"— ar Ir 


An diefem Falle wird alfo die Gefchmindigfeit von A größer 
und die von B wird Meiner, die Bewegung gefchieht alfo 
in der Urt, daß A der vorangehende Körper ift und B der 
nachfolgende. 
Eol aber ein Zufammenftoßen nach einiger Zeit flattfin« 
- ben, und foll hierbei B vorangehen und A folgen, fo muß 
ce > ce’ fein. 8 dieſer Vorausſetzung ſei nun 
a) M/ = M”, fo wird 
20 M’” Ic M‘ y 
r- MM am © 
2cM’ — ZeM’ 
und „= MW+M: Zw ” c’. 
Beide Kugeln mechfeln alfo ihre Gefchwinbigkeit nach dem 
Stoße. Iſt 
b) VW > M“, fo erhält man 
ce (M’ — M“) + 20”7M 
y = M'+ + M“ 
und ed bat biefer Ausdruck jedenfalld einen pofi tiven Merth. 
A hat alfo auch nach dem Stoße noch eine Bewegung in 
derfelben Richtung. Bon B verfteht fich diefes von felbft. Iſt 
c) M’ < M”, fo wird 
_ ed (M” —— 
* M' + M“ 
It bier c’(M“—M') = 20”M“, fo wirb y = 0, und b für 
e(M”— MN > 2c"M” wird z negativ. In bem erflen 


wegt fih 
Richtung. 
20924 
Richtungen 
negatw 
—* 
um zn er 
HM mm bei diefer’Borandfefung: · . j ' 
2) MU = Mi, fo wird , 
y- ——— ern 
und zU = ee em = dd + Ne 


Beide Körper wechſeln alfo nach dem Stoße ihre Gefchwin 
digfeiten und bewegen fich jeber in ber, feiner frühen Bene | 
gung entgegengefegten Richtung. 
b) If c' = c”, fo wird 
dcM“ EM’ —3M) 
ve a 
dcM’_ _ c(3M—M“) 
und = + ma am | 
Hleraus werben nun wieder diefelben Werthe für 7’ und 7? | 
wie in dem vorigen Falle erbalten, wenn man M/=M! 
fest. | 
3) Es fel vor den Stoße B in Rute, ſo iſt 0, 
und die allgemeinen Formeln werden 
2 2e M⸗ eM'—M“) 
rm ET rn 
u 
Iſt nun für diefen "Fall 
a) M/ = M’, fo wird 
rom 


— 
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Nach dem Stoße ruhet alfo A, und B bemegt fich mit der 
frübern Geſchwindigkeit ded A. 

b) 3ft M’/ > M”, fo bewegen beide Körper nach dem 
Stoße fich in der früheren Richtung von A. 

c) Wenn aber M’/ < N, fo wird y/ negativ, und ed 
"bewegt fich alfo nach dem Stoße B in ber Richtung der fruͤ⸗ 
beren Bewegung bed A, und A erhält eine Bewegung in ents 


gegengefeßter Richtung. 


§. 103. 
Aufgaben. 


Aufgabe 1. Zwei elaſtiſche Kugeln bewegen ſich in ei⸗ 
ner und derſelben geraden Linie, und ſtoßen in Folge dieſer 
Bewegung zuſammen; es ſoll angegeben werden, wie groß die 
Geſchwindigkeit der Bewegung ihres gemeinſchaftlichen Schwer⸗ 
punktes nach dem Stoße fein wird. | 

Auflöfung. Nach dem Stoße ift die Gefchmwindigkeit 
von A = 7/, und die von B= y”. Sind nun die Maffen 
biefer Körper M’ und M“, und feßt man die Geſchwindigkeit 
des gemeinfchaftlichen Schwerpunktes nach bem Stoße = z, 
fo ift, nach $. 100. Aufgabe 1., 

MV + M'y" * M’y 4 

W+M+ + M“ . 
alſo (M’+MNz = MY + MY, - 
Set man nun bier fär » und z die allgemeinen, $. 101. 
gefundenen Werthe, jo wird 
| 2(— c’')M” 
M( — M ’+M” ) 
4‘ 4“ ‘ 
re) 
folglich ift (M/’ + M)z = Mc’ + Mc" 
und daher z = —— — 
M' +M“ 

die gefuchte Gefchwindigfeit ber Bewegung des gemeinfchaftlis 
chen Schwerpunkte nad) dem Stoße. Es ift aber ber ges 
fundene Ausdruck auch der Werth für die Geſchwindigkeit der 
Bewegung des gemeinfchaftlichen Schwerpunktes vor dem 
Stoße; folglich gilt der für die Bewegung des gemeinfchaft- 


zz = 


(M’/-+ MY) = 


diefer Geſchwindigkeit 
Weg=ty’ zurdd, ur 
folglich iſt der Abfta 
ty fund fü 
meinen Werthe aus 


w= 


und es ift baber 
= iſe⸗ _c 
= t[c”—c 
te —c“ 
der gefuchte Abftand 
nach dem Stoße. 
Eben biefen Ab 
cunden vor dem St 
in gleichen Zeiten vı 
Aufgabe 3. 
ſchen Körpern die € 


° 
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baber iſt, wenn man bie erfie Gleichung mit M’ und bie 
zweite mit M’’ multiplicirt, 
, in _ 2(e! — ) MM“ 
M y m = M’c’ — Ij⸗ M 
Ha Milz 2.2 — e’’JM’M“ 
und hieraus erhält man burch Addition 
M’y + My = Mic + Mel 
bie algebraifche Summe der Momente ift alfo vor und nach 
dem Stoße gleich groß. \ 


. 104. 
Aufgaben von dem ſchiefen Stoß. 

Aufgabe 1. Zwei nicht elaftifche Kugeln A und B 
bewegen fich in ben geraden Linien Aa, BP, ig. 171., fo 
daß fie in gleichen Zeiten bie Räume Ac und BA zuruͤckle⸗ 
gen und bier zufammenftoßen.. Es ſollen die Gefchwindigfeis 
ten und Michtungen der Körper nach dem Stoße gefunden | 
werden. 

Aufldfung Dan verbinde bie Mittelpunfte & und 4 
beider Kugeln, verlängere diefe Linien zu beiden Geiten, fälle 
darauf die Normalen Aa’, Bb’ und vollende die hierdurch 
beflimmten Rechtede Aa’ca’ und Bb’$b”, fo läßt fich die Ges 
fhwindigfeit Au = c des Körperd A, in die Eeitengefchmwin: 
digkeiten Aa’ = ala = c’ und Aa’ = a’a = c zerlegen. 
Die Gefchwindigkeit BP = y bed Körpers B wird eben fo 
zerlegt in Bb’ = b’A = und in Bb = b” = y”. 
Nun find bie Richtungen der Geſchwindigkeiten c’ und y° pa⸗ 
sallel, fie bleiben alfo den Körpern auch nach dem Zufams 
menftoßen, und in Folge deſſen hat nach dem Stoße 

A die Geſchwindigkeit au’ = 
und B = ⸗ Pp=y. 
Die Richtungen ber Sefchwinbigfeiten c”’ und y’ finb einans 
der gerade entgegengefeßt, und beide Körper erhalten hierdurch 
eine gemeinfchaftliche Bewegung, deren Gefchwindigkeit v, nach 
.8. 100, Yufg. 2., ausgedruͤckt wirb durch 
" c’M’ 
M+M7 
II. 41 


V am 
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Dieſe Bewegung erfolgt, wenn, wie bier vorausgeſetzt wird, 
ceM’ y“M” iſt, in der Richtung af. Nimmt man alf 
in diefer Richtung aa’ = pP" = v, fo hat nach dem 3% 
fanmenftößen 

A eine Geſchwindigkeit = an’ und v = aa, ı 
die vereinte Wirkung beider giebt bie Diagonale ax des Rechte 
alacs. Chen fo hat 

B bie Gefchwindigfeiten c”’ = . Apr und v == AM, 

deren Dereinte Wirkung die Diagonale 42 ded Rechtecks 3 Frik 

Es werden alfo durch diefe Diagonalen die gefuchten Ge 
fchrwindigfeiten und Richtungen beider Körper nach dem Stoß 
ausgedruͤckt. 

Zuſatz 1. Die algebraiſchen Formeln für bie Gefchwin 
digfeiten ax = x und 42 = z ergeben fich wie folgt: 

Set man ZAca’ = p und ZBfb‘ = w, fo if fir 
Aa =cund BA= 7 

ah — ccosp und aa = c’ = csing 
AB =bA = y = ycoy und bb’ = ;" = ysiny 
daher aa = v a 
ino-M‘— zsi u 
alſo v = esinp —— 
und es iſt nun 
(x) =x= V[(c)” + v?] 
und (2) = z = V[(? + v?]. 

Zufaß 2. Auch die Richtungen der Bewegungen nad 
dem Stoße laflen fich leicht beflimmen, denn fegt man 
La'ax = g' und Liz = y, fo ift 


c‘ 
x:c’ = 1:cosg‘, alſo cosg‘ = T 


und z:y’ = 1:cosy/’, alfo cos’ = L. 

Aufgabe 2. Es ift, Fig. 171, A ein fefter unbemeglr 

cher Körper, und ber unelaftifcehe Körper A bewegt ſich in br 

Richtung Aa mit der Gefchwindigfeit c, fo daß er auf f 

ſtoͤßt; es foll die Bewegung beffelben nach dem Stoße ge 
funden werden. 

Aufldfung. Der Theil a’a = c” der Geſchwindigkeit 
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von A ift normal gegen den Wiberftand, welchen £ leiſtet, 
und mird durch denfelben aufgehoben. Der Theil aa = c’ 
der Geſchwindigkeit aber iſt parallel dem Widerftande und ers 
leidet durch denfelben Beine Menderung. Folglich wird der Koͤr⸗ 
per A nach dem Stoße mit der Gefchwindigleit = c’ feine 
Bewegung in der Richtung au’ fortfeßen. . 

Aufgabe 3. Zwei elaftifche Kugeln A und B bewegen 
fi) in den geraden Linien Aa und B/, Fig. 172, fo daß fie 
‘Aa und BA in gleichen Zeiten zurädlegen und bier zuſam⸗ 
menftoßen; es follen die Geſchwindigkeiten und Richtungen 
der Bewegung beider Körper nach dem Stoße gefunden werden. 

Aufldfung. Behaͤlt man bier die Bezeichnung von Aufs 
gabe 1. bei, fo findet man wieder für die Gefchwindigkeit 
Aa mu c bed Körperd A, die Eritengeichwindigfeiten aa c’ 
und a’a == c’, von welchen die eıftere dem Körper bleibt. 


Eben fo findet man für BA=;, ald die Gefchwindigfeit des 


Körperd B, die Seitengeſchwindigkeiten b’9=y’ und b’A=y", 
und es bleibt auch dem Körper B die erflere dieſer Geſchwin⸗ 
digkeiten. 

Die Bewegungen mit den Geſchwindigkeiten c” und y 
aber find einander entgegengefeßt, und weil die Körper elaftifch 
find, fo entftehe hieraus durch das Zufammenftoßen für ben 
Körper A eine Geſchwindigkeit v/ und für B die Geſchwindig⸗ 
keit v’, fo ift, nach $. 102. No. 2., 

‚ act 2 c"+y") + y‘)M“ M“ 
M+M“ 
, 2(c‘ + 7 4) M‘ 
ud v/= —y'+ —yzWi 
beibe in der Richtung a). 

Findet man nun den Werth von v’ negativ, fo wird 
ac == v’ in der entgegengefeßten Richtung genommen, und 
es ift alddann die Diagonale ax ded durch aa’ = c’ und 
ac” = v’ beflimmten Rechtedd die Geſchwindigkeit und Rich⸗ 
tung für die Bewegung des Körperd A nad) dem Stoße. 
Hat aber in einem befonderen Falle v/ einen pofitiven Werth, 
fo muß man, von « aus, v’/ nach der Richtung @? nehmen. 

Wird ferner für einen pofitiven Werth von v“ genom:» 


men AA == v”, fo giebt die Diagonale Az des buch A’ =y' 
41* 


auf folgen 
Da 1 
aunächft fe 


Es ift abe 
und daher 


ner fohiefer 
Sig. 173, 
nem Winl 
nach dem 

Aufl 
in bie & 
Be = ce“ 
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Stoße die Geſchwindigkeit c’ = Aa == aA", und bie Ges 
ſchwindigkeit aa = c” geht in die entgegengefeßte aa = — c' 
über, nach Aufgabe 4. Es find alfo nach dem Stoße bie 
Geſchwindigkeiten ded Körpers aß” =c’ und au==c“, Durch 
bie vereinte Wirkung beider durchläuft der Körper nach dem 
Stoße die Diagonale ax bed Rechtes «aß"x, und es iſt da⸗ 
her ax bie Gefchreindigkeit und Richtung des Körpers nach 
dem Stoße. 
Zufag: Es it Anß”x Q Auf, folglich if auch 
ax = aB und fax = Lf'aB. Der Körper hat alfo nach 
. dem Stoße biefelbe Gefchmwindigkeit wie vor dem Stoße, und 
die Neigung feiner Bahn gegen mn ift für beide Bewegungen 
gleich groß, die Richtungen aber liegen auf enfgegengefegten 
Seiten von ber Normale aA. 





> 


u J. 


uehum 


en, Ingenieure, Forſt · und Bergbau · Beamte x. 
complet in zwei Baͤnden. 


—2R Preis: Drudpapier 5:Rtblr. 2} Sgr., Schreibe 
B papier 6 Bithlr. 15 Gyr. 
Baden Ye: Drudpapier-6 Rthlr. 224 Sgr., Schreibpapiei 
’ 8 Kthlt. 5 Syn. - . 

De Subferiptiond« Preis für das Yanze Werk beficht 
nur noch auf kurze Zeit, fpäter tritt der erböhete Ladenpreis 
ein; der Subferiptiond« Preis für einzelne Ubtheilungen aber 
ift bereits erlofchen, und ed finden jegt folgende. Raben» 
preife flat: 

Band I. Drudpapier 3 Rthlr., Schreibpapier 3 Rible. 

15 Ser. 

Band. II. 1. Druckpapier 1 Rthlr. 22} Sgr., Sri 

papier 2 Rthlr. 5 Sgr. 

Band II. 2. 3. 4. Drudpapier 2 Rthlr., Schreibvapier 

2 Rtblr. 15 Ser. 
Der erſte Band enthält die Ucbungen aus der Sterem , 
metrie, ber zweite die Uebungen aus der Statitund 
Mechanik der feſten Körper. 


Nicht nur bie gelehrten Zeitfchriften Deutſchlands, fon 
dern auch Bcurtheilungen in franzöfifchen und englifchen 
Literature Zeitungen haben bie praktiſche Brauchbarkeit 
dieſes Werked anerkannt; — die General: Präfungs:-Com 
miffion der Preuß. Armee, fo wie die GeneralIns 
ſpection der Artillerie haben ſich dahin audgefprochen, 
daß das Buch eine fühlbare Rüde in der Kiteratur der mathe 
matbifchen und beſonders ber Krieges Wiffenfchaften ausfäße; 
— und neuerdings endlich hat dad Kriegs Minifterium 
durch Circular den fämmtlichen MititaireUnten 
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richtösUnftalten des Preuß. Staats die Unfchaffung 
deſſelben empfohlen. 


Eiegantefte, befte und mwohlfeilfte Ausgabe von: 


Walter Scott's fammtlidhe Werte, 


überfegt und mit. erläuternden und hiſtoriſchen 
Anmerkungen verfehen von 


v. Halem, Methufal. Müller, Sophie May, 
Adolph Wagner, R.— F., *r und Dr. Lei⸗ 
denfroft. 

55 Bände für 12 Rthlr. 


Ueber den innern Werth diefer Ausgabe, — welche ſich 
durch claffifche Ueberfegung und durch Anmerkungen auszeiche 
net, die dem Bedürfniffe jedes Gebildeten entiprechen, und 
ohne welche die mannigfachen Schönheiten und fchmer vers 

ländlichen Anipielungen des Dichterd nur halb genoſſen wer⸗ 
den koͤnnen, — haben die Urtheile der Gelehrten; über bie aͤu⸗ 
Bere Ausſtattung aber der ungetheilte Beifall des Publikums, 
melcher eine neue Auflage der meiften Bände nöthig machte, 
binlänglich entfchieden. — Und möge ed daher nur noch ers 
laubt fein, hinzuzufägen, 

daß diefe Ausgabe — felbft abgefehen von ihs 

ven vielen und großen Vorzuͤgen — die wohl 

feilfte von allen ift, welche von diefem Dichter 
überhaupt eriftiten. 

- Um aber denjenigen, welche incomplete Ausgaben 
des W. Scott befigen und diefe completiren wol 
len, gefällig zu fein, wollen wir auch die einzelnen 
Romane abgeben und fügen bier ein Verzeichniß 
derfelben hinzu: 


Waverley, übefeßt von v. Halem. 2 Bde. ...... 15 Sgr. 
Nigeld Schidfale, überf. v. demſelben. 2Bde. 15 « 
Peveril vom Gipfel, überf. von demf. 3 Bde. 225 = 


Acn 
Du 
Der 
le 
Der 
Iva 
St. 
Li 
Red 
Su 
Der 
Die 
Der 
Dai 
Der 
Der 
Das Herz von Midlothian (ver Kerker con 
Edinburg!, überf. v. Adolph Ragner. 48 
Die Braut, über. v. Lammermocrvon Metku 
Müller. 3 Be 
Montrofe, überf. von demie 
Woodſtock, überf. von Dr. Leidenfreft. 
Robin der Rothe, überj. von u Dar 


Rex. 













Die Chronik des Eanongate, über. von ı Dr. 
Reidenfroft. 2 Bde. ..... aenceneeennnee 
Das ſchoͤne Mädchen von — über: 
demfelben. 3 Be. - Fe 












J. W. 2 Gleim’s fämmtlihe Werke. 
Erſte Originalausgabe 
aus des Dichterd Handſchriften 
durch 
Wilhelm Koͤrte. 
7 Baͤnde. 8. Schreibpapier. Preis 4 Rthlt. 
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Be F A. Liſt in Berlin find erfchienen: 
Dr. E. ©. Unger 
VHebungen aus der angewandten Mathematif 
für Techniker und befonderd für Architekten, Urtilleriften, 
Ingenieure, Forſt⸗ und BergbausiBeamte x. 
Erfter Band: . | 
Uebungen aus der reinen und angewandten Stereomettie. 
(VI und 668 Seiten) mit 5 Kupfertafeln., 
Subferiptiondpreid 2 Rthlr. 6 ggr., Schreibpapier 2 Rthlir. 
16 ggr.; Labenpreid 3 Rthlr., Schreibpapier 3 Rthlr. 12 ggr. 
Defielben Werkes Zweiter Banb: 
Mebungen aus. der Statif und Mechanif der feften Körper. 
Erfte Abtheilung. Mit 3 Kupfertafeln. ‘ 
Subfcript.s Preis 1 Rthlr. 8 ggr., Schreibpap. 1 Rthlr. 16ggr.; 
Zabenpreid 1 Rthlr. 18 ggr., Schreibpapier 2 Rthlr. 4 gr. 
(Die zweite Abtheilung ift unter ber Preſſe.) 


Dr. C. Ch. Hüter 


Die dynamischen Geburtsstörungen, 
ein Versuch zur rationellen Begründung der dynamischen 





Geburtshülfe. 

In zwei Bänden; sauber broschirt. (VI und 570 Seiten.) 
3 Rthlr. 
EZEKIHAOZ KATI BIARN, 
Ezechiel 
des juͤdiſchen Trauerſpieldichters Auszug aus Egypten 
und 
Philo des Aeltern 
Jeruſalem. 


Nach ihren Fragmenten herausgegeben, uͤberſetzt und commentirt 
von 
2. M. Philippſon. 
Sauber brofchirt. 123 gar. 


Darfeltungen aus der Motholoit 
bey Sriechen, 
gezeichnet von 
Ener, Kober, Schedy, Kuß und Rebi, 
geſtochen von 
Frauz Stsber; 
pr Eblarung In "beutfcher und franzöfifcher Sprache. 
Soisante-ane reprösentations etc." 
St Belnpapin | 20 Riff. 





Unter ber Greffe befindet. fich: 
TAH. ANOPRNINEH. 
De internarum humani corporis‘ 
partium cognilione ° 
Aristotelis, cum Platonis 
seutentiis comparata. 


Philosophorum, qui ante Aristotelem floruere, antiquorum 
doctrina de seusu, 


partim ex eorum reliquis monumientis educta, Partim e 
Theophrasti Eresii 
libro regt alsdnjoewg xai uepl alonrüv, cum hujus libri 
textu denuo recognilo, 
prima conversione latina, 


nolis eriticis et commentarlis et Theophrasti sententiis 
e 


“ sensu, phantasia et intellectu e Prisciani Lydi para- 
phrasi primum excerptis. 
Aristotelis doctrina de sensu. 
Seripsit 
Ludov. Philippson. 
12—14 Bogen. gr. 8. Sauber cartonnirt. 
4 Rthlr. 8 ggr. — 1 Rthlr, 12 ggr. 





Bei demfelben Verleger find folgende Ze ſtets vor⸗ 
raͤthig | 


— ————— ————— —— 
KB, Man iſt erbötig, den Schulauftalten hei Abnahme größerer 
Parthieen einer oder der andern Schulausgabe bedeutende Vor⸗ 
theile zu bemwilligen; von Privatperfonen aber brauchbare Werke 
ber antiquarifchen und modernen Literatur in Change anzunehmen. 





Aesopicae fabulae, graece, quae Masimo Planudi tri- 
buuntur. Cum Hudsoni et Heusingeri notis et c. ind. 
Cura G. H. Schaefer. 1 Rthlr. 12 ggr.; charta belg. 
| 2 Rthlr.; ch. pergam. 23 Rthlr. 

— — idem liber, in usum scholarum.............- 14 ger. 
Antonini Liberalis transformationym congeries, Cum 
notis Xylandri, Berkelii etc......... ... 20 ger. 
— — iden liber, in usum scholarum 4 ggr.; ch. script. 
| 8 ger. 
Archilochi reliquiae ed. Ign. Liebel 2 Rihlr, 12 ger.; 
ch. script. 3 Rthlr. 8 ggr.; ch. memb, 4 Rihlr. 16 ger. 
Burmanni, P,, antiquitatum roman. brevis descriptio. 


In usum scholarum ed. F. V. Reitz ......n...... 8 ger. 
Ciceronis orationes selectae....... IPPPFERPFPFFFRRRRR 10 ger. 
Euripidis Hecuba ed. G. H Schaefer 6 ggr.; ch. script. 

| , 9 ger... 
— — idem liber, in usum scholarum............... 4 ggr. 
— Hippolytus ed. idem........ 12 ggr.; ch. script. 15 ggr. 
— — idem liber, in usum scholarum ................ 5 ger. 
— Medea ed. Blümner ......cueoru..0000. ......... .....6 g6r. 
— Phoenissae ed. Martini....................... 6 ggr 
Grotii, Hugonis, dejure belli ac pacis. Cum notis etc, 

IL Vol................ 2 Rtblr. 16 ggr.; ch. script. 4 Rthlr 
Merodoti hist. lib. IX. ed. G. H. Schaefer. IV Ti. 

sonst 9 Rthir,, jetet.......... 43 Riblr. 


Longi pastoralia, gr. lat. c. notis ed. G. H. Schaefer. 
2 Rthlr.; ch. perganı. 4 Rihir. 
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